Nejistoty meéfeni

26. fijna 2021

1 Zakladni vztahy

1.1 Standardni nejistota typu A

Pokud opakované méiime tutéz veli¢inu X, za stejnych podminek, se stejnymi
meéficimi metodami a stejnymi méiicimi prostfedky, uréujeme tzv. standardni
nejistotu typu A (dale jen nejistota typu A), kterou budeme oznafovat ua,
stejné jako tzv. vybérovou smérodatnou odchylku n opakovanych méreni x;,
které maji aritmeticky prumér z, tj. podle vztahu

n

wa = | 3 (i - 32 (1)

n(n —1) P

Tato nejistota je tedy dana statistickym zpracovanim, jeji piiCiny se povazuji
za neznamé (nédhodné vlivy vstupujici do procesu mé¥eni) a jeji hodnota klesa
s poétem n opakovanych méfeni. Pokud je n < 10, pak z teorie plyne, ze tuto
nejistotu je nutné vynasobit korekénim faktorem k,, kde napi.pro n = 5 je
ka = V2~ 1.4. Tedy pro 5 méfeni budeme tuto nejistotu poéitat podle vatahu

ups = \/§UJIA, (2)

kde vyraz v/, nyni oznacuje pravou stranu vztahu (1).

1.2 Standardni nejistota typu B

Standardni nejistota typu B (déle jen nejistota typu B), oznafovana ug,
je nejistota dand méfici metodou, popf. méficim pfistrojem, chybou odectu,
reak¢ni dobou experimentéatora, atd.. Pro naSe tcely ji budeme brat jako polo-
vinu nejmensiho dilku na stupnici méficiho prostiedku, v pfipadé, Zze je opatien
stupnici s noniem, tj. stupnici pro jemnéjsi odec¢itdni délek, pak je to polovina
nejmengtho dilku této stupnice. V naSem praktiku budeme pracovat s témito
nejistotami:



Meé¥ici prostiedek upg
svinovaci metr 0.5mm
posuvné méfitko (Suplera) 0.05mm
mikrometr 0.005mm
hodinkovy indikator (viz ul. 6) | 0.005mm
stopky 0.1s
obchodni vahy 2g
kuchynské digitalni vahy 1g
analytické vahy 0.05¢
odmérny valec 1ml

1.3 Kombinovana nejistota

Vysledni, tzv. kombinovana nejistota uc v sobé zahrnuje oba dva piedchozi

typy- Z teorie plyne
uc = y/u? +ug, (3)

pricemz jednotka je shodné s jednotkou métené veli¢iny X . Vysledek pak zapi-
Seme ve tvaru
X =(Zxugc)j (4)

Zde "j"znaci prislusnou jednotku a pridany index x p¥isluSnost vysledné nejis-
toty uc k veli¢iné X. Toto je vhodné provést, pokud je v dané iloze méfeno vice
veli¢in, zatimco index "C"lze vynechat. Napft. v tuloze 1, kde méfime hustotu
dfeva, z néhoz je zhotovena deska s rozméry a,b,c o hmotnosti m, oznacime
celkovou (kombinovanou) nejistotu u piislusné veli¢iny postupné uq, up, e, Up,.-
Za ucelem sjednoceni pouzitého znadeni zavedme néasledujici konvenci, kte-
rou si vysvétlime na konkrétnim piikladé: v tloze 4, kde méfime doby kmitu
reverzniho kyvadla T3, T, T5 postupné pro tii razné polohy zavaZzi, oznatme
nejistotu typu A pro periodu 77 jako uria (a ne napf. Uriq, nebo Th,4) a ¢téme
"nejistota periody 77 typu A", podobné pro nejistotu typu B. Vynechanim typu
nejistoty (indexu C) budeme rozumét nejistotu celkovou (kombinovanou).
Zapis (4) budeme vzdy doplhovat vyjadFenim v alternativnim tvaru podle
predpisu
X=(Zxu)j=21xur4)j, (5)

z néhoz je ihned patrnd relativni nejistota

u’l’,(l? =

H|‘§

: (6)

ktera je zjevné bezrozmérnym Cislem (jednotku piseme aZz vné zavorky).
Napf. ze zapisu

m = (85,00 + 0.05)g = 85(1 =+ 0.0006)g (7)

1ze ihned vidét, Ze hmotnost m byla zmé&Fena s relativni nejistotou w,. ,, = 0.06%.
Vsimnéte si, ze v zépise (7) jsme stfedni hodnotu m zaokrouhlili na stejny pocet
desetinnych mist, jako nejistotu. Nelze proto napf¥. psat m = (85 + 0.05)g.



1.4 Nejistota neprimého méreni
Pokud méme naméteny veliciny
= atus=a(ltug)

b = btu=a(ltu.,) (8)
¢c = cxu.=a(lturg)

na kterych zavisi veli¢ina X = X (qa, b, ¢, ..), bude hodnota X vypo¢tena z hodnot
a, b, c, .. danych soustavou (8) ve tvaru

X:X:I:ux, (9)

kde - B
X = X(a,b,¢,..) (10)

a vysledna nejistota ux tohoto vysledku se vypocte podle vzorce

0X 0X 0X
— (v (2 (L2
ux = \/( 5 ua)? + ( 5% up)? + ( o Ue)? + ... (11)

Podle typu funkéni zavislosti 1ze vzorec (11) dale modifikovat. Nize popiseme
dva specialni piipady, ve kterych dojde k jeho vyraznému zjednoduseni.

1.4.1 X je funkci soucinu, podilu a mocnin proménnych a,b,c, ..

V piipadg, ze funkéni zavislost X = X(a, b, ¢, ..) obsahuje pouze soucin, podil a
mocniny proménnych a, b, c, .., tzn. je ve tvaru

a®bBe ..

= kHlvme. (12)

lze ze vztahu (11) odvodit vyhodné&jsi vztah pro relativni nejistotu u, x pomoci
relativnich nejistot w, 4, typ, .. Uprava spociva ve vydéleni obou stran rovnice
(4) st¥edni hodnotou Z, coz nakonec vede ke vztahu

Upr, X = \/(O‘ur,a)Q + (/@ur,b)Q + ('YUT,C)Q + .+ (lmr,k)Q + (VUV',Z)Q + (puvym)Q---

(13)
Napf. pro
a’b®
X=— 14
C2d ( )
dostaneme
Unx = \/(3ur7a)2 + (5upp)? + (2ure)? +u? . (15)

Je vidét, Ze veli¢iny vystupujici v nejvyssich mocninach (zde b) je nutno méfit co
nejpresnéji, nebot vliv jejich relativnich nejistot je nasoben pfisluSnou mocninou.



Popiseme nyni na konkrétni tloze dva zptusoby, kterymi lze postupovat pii
vypoltu méfené veliciny, pficemZ v prvnim piipadé uZzijeme vztah (11) a ve
druhém vztah (13). Jako piiklad vezméme tlohu ¢. 4, v niz budeme pocitat
hodnotu tihového zrychleni podle vzorce

lL

3 (16)

g = 4n?

kde [, oznacuje redukovanou délku reverzniho kyvadla a T dobu jeho kmitu.
Méjme napf. naméfeno

I, = (100.00 £ 0.05)cm = 100(1 £ 5% 10~ *)em
T = (2.00£0.01)s =2(1+5%107%)s, (17)
(18)

tedy I, = 100.00cm, u; = 0.05¢m, Up] = % = 5% 1074 a dale T = 2.00s,
ur = 0.01s, upr = % =5 % 1073,
a) Postup za pouZiti vzorce (11)

Je mozné pouzit pfimo vzorec (11) pro vypocet nejistoty ug, z niz nasledné
urc¢ime relativni nejistotu u, 4 = uy/g a vysledek pak zapsat podle (4) ve tvaru

g=(gtuy)ms? =g(l+u,,)ms 2 (19)

Tento zpusob vyZaduje vice numerickych vypocti, nebot kazdou z parcialnich
derivaci ve vztahu (11) je nutno vy¢islit v bodech a,b,¢... V naSem piipadé
mame funkéni zavislost g = g(l,.,T), takze parcialni derivaci

9y

1

vy¢islime v bodé T = 2.00, coz oznaéime jako

Jg 51 4n? 9
a podobné parcidlni derivaci
ag 2 Iy
— =8 22
or — " T3 (22)

vytislime v bodech [, = 1.00m, T = 2.00s a oznac¢ime '

) 1
a% =1 7=y = =87’ = —m° = —9.8696, (23)

23
LJe t¥eba mit na paméti, ze jednotlivé vyrazy v kulatych zavorkach ve vzorci (11) musi mit
stejny rozmér jako veli¢ina X, v naSem piipadé g. JelikoZ jednotkou tihového zrychlenf g je
m.s~2, musime dosazovat v metrech a sekundach. Proto mame v (23) dosazeno I, = 1.
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Obréazek 1: Pravothly trojuhelnik ABC s pravym tthlem p#i vrcholu C. Je vidét,
ze ¢im vice je odvésna BC kratsi nez odvésna AC, tim vice bude rozdil mezi
velikosti pfepony AB a velikosti odvésny AC, ktery je znazornén tseckou DB,
zanedbatelny. Zde je BC kratsi nez AC pouze asi ¢tyfikrat.

a dosadime do vzorce

0 0
ty =+ (P (24

coz vede k numerickému vypoctu

uy = +/(9.8696 x 0.0005)% + (9.8696  0.01)% = 0.098701m.s 2. (25)

Pozor, zde jsme opét museli dosadit nejistotu w; v metrech, tj. u; = 0.0005m,
aby vysledek mél rozmér m.s 2!

Poznamka: Ctenari dale doporucujeme ovérit numerickym vypoctem, Ze
vysledek u, je pii zanedbani ¢lenu v prvni zavorce, ktery je o dva rady niZsi,
roven

ug = 0.098690.

Tedy vysledek se lisi od spravné hodnoty nepatrné aZz na cCtvrtém desetinném
misté, piicemz tento rozdil spolehlivé vymizi pii nasledném zaokrouhleni podle
pravidel uvedenych v kapitole 2. Pri¢inu tohoto zanedbatelného rozdilu Ize na-
zorné vysvétlit: vzorec (24) pripomind Pythagorovu vétu pro vypocet velikosti
prepony pravotihlého trojihelnika uy, pomoci odvésen, jejichZ velikostem odpo-
vidaji vyrazy v kulatych zavorkach. Je ziejmé, Ze pokud je jedna z odvésen
vyrazné nebo dokonce radové delsi nez druhd odvésna, viz obr. 1, budou délky
prepony a deldi odvésny prakticky totozné. Je-li tedy soucin v nékteré z kula-
tych zavorek o jeden nebo vice radii nizsi nez je rad ostatnich, je mozné ji ihned
zanedbat.

St¥edni hodnotu § vypoéteme ze stiednich hodnot [,., T dosazenim do vztahu
(16), tj.

I 1.00
g= 47r2ﬁ = 47722—2 = 9.8696m.s 2. (26)



Nyni je tfeba spravné zaokrouhlit vysledek i nejistotu (viz kap. 2)!
Vysledek pak je

g=1(9.9+0.1)ms 2 = 9.9(1.00 & 0.01)ms "> (27)

b) Postup za pouZiti vzorce (13)
Druhou moznosti je nejprve spocitat relativni chybu jistou upravou vzorce (4),
kterou lze provést pravé tehdy, kdyz funkéni zavislost X(a,b,c,..) obsahuje
pouze soufin a/nebo podil mocnin proménnych a,b,c.., k, I, m, ..,

N&s vzorec (16) svym tvarem odpovidd tvaru (12) (nasobici faktor 472 je
zde nepodstatny), mazeme proto podle (13) psat

Upr,g = uz,z + (2ur,1)?, (28)
coz po dosazeni da

Uyg = +/(5.10-%)2 4 (2.5.10-3)2 = 0.01001 = 0.01. (29)

Poznamka: Opét si zde miiZe ¢tenar ovérit prakticky shodny vysledek pii za-
nedbani ¢lenu v prvai zavorce.

Nyni jiz zbyvé jen vypocist stiedni hodnotu g podle (26), nejistotu u, podle
vztahu

Ug = Ur g.0, (30)

numericky
ug = 0.010 * 9.8696 = 0.098696, (31)
kterou zaokrouhlime na jednu platnou cifru nahoru podle pravidel v kap. 2, tj.
Uy = 0.1. (32)

Stiedni hodnotu g = 9.8696 je nyni tfeba spravné zaokrouhlit tak, aby se rad
posledni platné cifry shodoval s Fadem nejistoty (viz kap. 2), tedy

G=9.9. (33)
Kone¢né muzeme zapsat vysledek
g=1(9.9+0.1)ms"? =9.9(1.00 + 0.01)ms" 2 (34)

Ze srovnani obou metod je vidét, Ze zejména pii vySSim poctu proménnych,
kdy je nutno vy¢islit odpovidajici pocet parcidlnich derivaci, je druhd metoda
mnohem rychlejsi. Pouzijeme ji tedy s vyhodou napft. v tloze 6 u statické metody,
kdy zjistujeme Younguv modul pruznosti F v tahu, ktery pak pocitame podle
vztahu

1 167%myg

4 adby

V ptipadé prvni metody bychom pocitali 4 parcidlni derivace postupné podle
proménnych m, a, b, y, které by bylo nutno nasledné vy¢islit v bodech m, @, b,
¢ a dosadit do (11), pFipadé pouziti metody ¢. 2 dosadime jednoduse do vzorce

(35)

Uy = \/U%m + (Bura)? + uib +u2,. (36)



1.4.2 X je funkci souétu a/nebo rozdilu proménnych a,b,c, ..

Pokud je funkéni zéavislost X (a, b, ¢, ..) ve tvaru
X=axtbtct., (37)

kde jsou hodnoty a,b,c,.. naméfeny ve tvaru (8), potom vzorec (13) nabude
tvaru tzv. geometrického souctu

uX:\/uZ—i—ug—i—ug—&—.... (38)

Tento vzorec pouZijeme napiiklad v tlohéch, ve kterych pocitame urcitou ve-
li¢inu vicekrat pro ruzné naméifené hodnoty, a nakonec z nich ur¢ujeme arit-
meticky prumér. Napft. v tloze ¢. 4 pocitame tihové zrychleni g z doby kmitu
matematického kyvadla pro dvé rizné délky zavésu [y, l5. Jim odpovidaji hod-
noty

g = g = Ug1
g2 = g2t ug. (39)
(40)
Vysledné g uréime jako aritmeticky primeér
g1+
9= (41)
a nejistotu podle vzorce (38)
/2 2
Uy + Uy
uy = # (42)

Zde je nutno délit geometricky soucet poctem scitancii v aritmetickém praméru
(41), jak lze odvodit ze vzorce (11). Podobné postupujeme v tulohach 5, 7, kde
poéitame hmotnost valecku m,,, resp. modul pruznosti ve smyku G pro razné
kombinace ¢asu 17,75, T3 a jim odpovidajicim vzdalenostem a1, as, a3, a ty na-
konec zpramérujeme.

1.4.3 X je obecnou funkci mocnin proménnych a,b,c, ..
V piipadé dynamické metody tlohy ¢. 6 pouzivame vzorec

16723m,,

" BNTE - T7) 1)

ktery neodpovida zadnému z predchozich specidlnich tvart funkéni zavislosti
X(a,b,c,..), a tudiz nelze pouzit zadny ze vztaha (13), (38). V tomto pripadé
urc¢ime nejistotu up bud uzitim metody 1 popsané v kap. (1.4.1), anebo spo-
¢itdme mezni hodnoty FEp,in, Emee pro mezni hodnoty veli¢in [, m,,a,b, T o.



Zde jsme Eyp iy /map 0znadili minimalni/maximalni hodnotu veli¢iny F, pii¢emz
definujeme

Emin = E—UE (44)
Epur = E+ug. (45)

V tomto ptfipadé je tieba spravné zvolit znaménko + u téchto veli¢in. Zde napf.
bude _

16721+ ;)3 (my + )
@ )G~ w)[(Ti — ur)? — (T +ur)?]’

jak plyne z elementarni ivahy pro maximalni hodnotu zlomku (43). P¥islusny
vztah pro E,,;, si jiz laskavy Ctendf snadno rozmysli sdém. Hodnotu E pak
zapiSeme jako

Emam =

(46)

E:E:tuE:E(lztunE), (47)
kde
E _ Emin + Emaac ’ (48)
2
a E E
up = max ; mzn. (49)

2 Zaokrouhlovani vysledkii

Pouzivame nasledujicich pravidel:

e Nejprve zaokrouhlime nejistotu, a sice na jednu platnou ¢islici nahoru
(platné ¢islice jsou v8echny ¢islice véetné nuly, pokud je nula uprostied
nebo na konci, napf. ¢isla 0.0120, 0.0102 jsou zaokrouhleny na tii platné
Cislice, ale €islo 0.0012 na dvé), tj. napf. nejistotu 0.041 zaokrouhlime
na 0.05, ale 0.0409 na 0.04. Pokud je vSak nejvyssi platna ¢islice 1 nebo
2, zaokrouhlime na dvé platné ¢islice, rovnéz nahoru, takze napf. 0.0123
zaokrouhlime na 0.013.

e Stfedni hodnotu zaokrouhlujeme jiz podle standardnich pravidel, a to tak,
aby nejnizsi fad nejistoty opravoval posledni platnou é&islici stfedni hod-
noty.

Priklady:

0.123 £0.00123 — 0.1230 £ 0.0013
0.12345 +0.0012 — 0.1235 £ 0.0012
0.12345 +£0.0031 — 0.123 £ 0.004
(50)



