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1

Zabavné priklady

V matematice neexistuje zvldstni cesta pro krdle.

Fuklides

Nasledujici priklady slouzi pouze k pobaveni poctaie a k procviceni prirozené
inteligence.

1.1 Priklady

1.1.1

1.1.2

1.1.3

Diofantova uloha:* Najdéme takova tii pfirozena d¢isla, aby jejich soucet,
stejné jako soucet kterychkoli dvou z nich, tvoril ¢tverec néjakého prirozeného
¢isla.

[41,80,320]

Maminka se nachdzi v bodé (¢,z,y,z). Maminka je v ¢ase t o 21 let starsi
nez jeji dité. Za 6 let bude dité 5x mladsi nez maminka. Otazka: Jaké jsou
¢asoprostorové souradnice tatinka? [(t,z,y,2)]

Kant a hodiny:f

Jednou kdyz Kant prijal nového sluhu, ktery zfejmé nevédél, ze musi natahovat
hodiny, se nasténné hodiny v Kantové domé zastavily. Kdyz si toho Kant vsiml,
hodiny natahl, ale nemohl je naridit. Kapesni hodinky mél v opravé, na véz
nevidél a internet tehdy jesté nebyl.

Pohlédnul na hodiny a vydal se na navstévu ke svému priteli Schmidtovi, ktery
bydlel asi kilometr daleko. Kdyz prisel do Schmidtova bytu, pohlédl Kant letmo
na hodiny. U svého pritele se filozof néjaky c¢as zdrzel a pii louceni vhrnul opét
kratky pohled na hodiny. Domti se Kant vracel svym klidnym vyrovnanym

*Diofantos byl fecky matematik Zijici ve 3. stoleti naseho letopoc¢tu. Reseni uvedené v zavorce je
to, které nalezl sim Diofantos. Pocet trojic Cisel fesici jeho tlohu je ve skute¢nosti nekonecny.

tJeden z nejvétsich némeckych filozofti, Immanuel Kant (1724-1804), profesor univerzity v teh-
dejsim Kralovci byl stary mladenec a samotaf. Pfesné dodrzoval sviij denni harmonogram. Obyvatelé
méstecka, kdyz jej rano vidéli jit na pfednasku, si mohli podle néj seridit hodinky.
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krokem. Po navratu domt ihned natidil své hodiny. Jak mohl Kant znat presny
cas v okamziku, kdyz sefizoval hodiny?

1.1.4 Jak nabarvit nekonec¢no:

Méjme nekonecny prouzek papiru jako na prvnim h=1

obrazku. Prvni dil je ¢tverec o strané 1. Kazda dalsi h=1/2
¢ast ma délku vzdy 2x vétsi a vysku 2x mensi nez h=1/4...
pfedchazejici dil. Kazda z ¢asti prouzku mé plochu 1. —1 w=2 w—4.

Plocha celého prouzku je S = 1+ 1+ 1+ ..., je tedy
nekonec¢né velkd a na jeji obarveni spotfebujeme nekonec¢né mnoho barvy.
Nechame-li jednotlivé prouzky rotovat kolem osy

tvorené zakladnou obdélnikti, vznikne soustava valcu.
Prvni valec ma objem Vi = 1/(47). Druhy valec ma
objem V5 = 1/8V), tteti V3 = 1/8V;, atd. Objem celé
soustavy valct je tedy konecny. Nalejeme-li do soustavy
valc uvedené mnozstvi barvy, méli bychom tak i na-

- barvit jednu stranu jednotlivych prouzkt. V ¢em je roz-
por?

1.1.5 Sto véznu:

Ve vézeni je zavieno sto véznt, kazdy na samotce bez oken. Cely jsou zvukotésné.
Ve vézeni je ,vychazkova® mistnost, ve které je na stole lampa s jedinou zarovkou.
Predpokladdme, Ze Zarovka je na zac¢atku zhasnuta. Zadny vézen ze své cely pocho-
pitelné nepozna, zda lampa sviti ¢i ne.

Kazdy den vyberou straze nahodné jednoho vézné a umozni mu pobyt ve vy-
chazkové mistnosti. Kazdy vézen ma stejnou Sanci navstivit vychazkovou mistnost,
jsou vybirani losovanim. Vézeri mize (ale nemusi) béhem svého pobytu rozsvitit nebo
zhasnout lampu. Vecer zavedou straze vézné zpét do cely.

Vézni vsak maji moznost dostat milost, jestlize néktery z nich pozna, ze kazdy
vézen jiz byl ve vychazkové mistnosti alespon jedenkrat. Pokud vsSak néktery vézen
prohlési, Ze v8ichni vézni jiz navstivili vychazkovou mistnost a bude se mylit (tj. nék-
tery vézen do té doby jesté vychazkovou mistnost nenavstivil), nejen Ze ztrati vSichni
vézni Sanci na propusténi, ale dokonce budou vSichni zastieleni. Proto pochopitelné
musi mit vézen, ktery zada o milost pro sebe a ostatni, stoprocentni jistotu, ze ve
vychézkové mistnosti byli vSichni vézni.

Pted tim, nez jsou vsSichni zavieni do cel, je véznim dovoleno sejit se jedenkrat
na dvore vézeni a domluvit se na strategii.

Predpokladejme, Ze los je spravedlivy a ze kazdy vézen jednou za cas navstivi
vychézkovou mistnost. Jakou strategii si mohou vézni domluvit, aby ziskali milost?

1.1.6 Dalsi tloha doplnuje predeslou: Urcete pocet usporadanych r—tic, které miizete
vytvorit z mnoziny A o n—prvcich, tak aby v kazdé r—tici existovali vSechny
prvky z mnoziny A alespon jednou. Ziejma podminka r > n.
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1.1.7 Je znamo, ze kvadraticka rovnice ma dveé, jedno nebo zadné realné feseni. Po-
divejme se na rovnici v proménné x, kde a, b a ¢ jsou konstanty:

(x —a)(z—0) N (x —=b)(z—c) N (x—a)(x—rc)
(c—a)(c—0) (a—0b)(a—rc) (b—a)(b—rc)
Bez Gjmy na obecnosti mtizeme piedpokladat, ze a < b < ¢. Nyni si vSimnéte,

ze x = a, r = b a také x = c jsou TeSenim dané rovnice. Jak mize mit uvedena
kvadraticka rovnice v proménné x tii feSeni?

=1.

1.1.8 Naleznéte chybu:

d 2
—xt = 2z
dx
x—krat
df A Y
—r+r+--+x = 2
dx
x—krat
———
1+14+---4+1 = 2z
r = 2x

1.1.9 Naleznéte vSechna pfirozena cisla, kterda jsou souctem tretich mocnin svych
¢islic.

1,153,370, 371, 407]

1.1.10 Jaky tvar mé4 kiivka zadana implicitni rovnici: (22 + y% — 1)° — 2%y® = 07
[Srdcovkal

1.1.11 Uloha Lva Nikolajevi¢e Tolstého o sekaéich:

Skupiné sekact bylo nafizeno posekat dvé louky, z nichz jedna byla dvakrat vétsi
nez druha. Pl dne kosila cela skupina sekact vétsi louku; v druhém pildnu se skupina
rozdélila na dvé stejné casti. Prvni ¢ast skupiny pokracovala v koseni vétsi louky a do
konce dne ji celou pokosila. Druha c¢ast sla kosit druhou, mensi louku, a kosila ji do
konce dne, ale praci nedokoncila. Zbytek mensi louky byl pokosen druhy den a to tak,
ze ji pokosil jeden sekac za cely den prace.

Kolik sekact bylo ve skupiné?

1.1.12 Jaka je primeérna vzdalenost dvou bodt ve ¢tverci o hrané delky 17
[+ (24 V2 + arcsinh(1))]

1.1.13 Rozmyslete si nasledujici ulohu:
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Ve velké mistnosti je velky pocet lidi. Primérna hmotnost lidi je 87,624 kg a cel-
kova 87 350. Je mozné z tohoto tdaje rozhodnout, zda-li je pravdépodobné, zZe se
v mistnosti nalézé ¢lovek hmotnosti 320 kg?

Primérny soucet veskerého osobniho majetku lidi v mistnosti predstavuje $89 548
566,9 a celkovy majetek lidi v mistnosti ¢ini $89 568 324 126,5 . Mtzeme z toho udaje
rozhodnout zda-li je pravdépodobné, ze se v mistnosti nachazi Bill Gates? V cem se
fundamentalné lisi tyto dvé situace? !

fAutor narazi na problém, kterj se obé¢as nazjva cernd labut. Vis téz kniha se stejnym néazvem.
Autor je Nassim Nicholas Taleb



2 Rady

S rozkosi uZivame matematiky a déje se ncim jako Lotofcigdm nebot’ 0kuvsiv§e Jt,

e e

Aristoteles
2.1 Uvodni definice a pojmy
Definice delta operatoru:
Af(k) = flk+1) = f(k),
kde f: R — R a k € R. Pak pro kazdy soucet fady plati:
b
Z fla+1)=f(a)+ f(a+2)— fla+1)+...+ f(b+1)— f(b) = f(b+1)—f(a).

Pokud AH = f zapisujeme H = ). f.
Geometricka rada.

k b+1 b+1 a

q q —q

-Ya I
=N () =[] -

=a

kde g # 1.
Definujme k["*:

AR = Ak(k —1)...(k —n + 1)] = nk*1,

kde n € Z pfi¢emz ustanovujeme, ze k0 := 1.
Aritmeticka fada:

b b ;2] b b — ala — 1 .
kz—;zk_kz—;zA(T>:(+) 2( ):§(b+a),

kden =b—a+ 1 je pocet ¢lent tady.

*Formalné se jedna o tzv. Pochhammertv polynom, ¢ symbol (k),, avSak toto znaeni neni
z pedagogického hlediska vhodné.
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2.2 Priklady

2.2.1 Urcete nasledujici vyrazy:

a) Al 0]
b) Ac 0]
c) Ak 1]
d) AK? [2k + 1]
1 -1
©) A% [Hk+1J
(o] k[nfl]
f) A3k + k™) l3+n_1]
g) A2l [24]]
h) Aal¥! [a™(a —1)]
i) Ak [_3]{;[*4]]
j) Ak [1]
2.2.2 Najdété soucty nasledujicich rad:
a) k2 [8]

o
S~—
o
[N}
‘o
=

[(b+1) (b—1) b+1

(b+ Db -1 -2)
1

o,
~—
oyl
w

+(b+1)b(b—1)

S N N N B N

@
~
=y
w
’_|
s_n

—
~—

o

N

l_\

3

+

=

[ [y S
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) 3 sinh(k) lsmh(k; —1)— sinh(k)]

2 — 2cosh(1)
) 1 (k)
LI b
2.2.3 V nasledujicich prikladech pouzijte metodu per partes pro fady definovanou
identitou:
D fR)Ag(k) = f(k)g(k) = D gk + DAF(K) . (2.1)
a) > k2 [2¢(k —2)]
k —2k—-1 ]
b
) Z(k+1)(/7<:+2)(l<:+3) lQ(k+1)(k+2)_
4+ ]
k24" —(Bk—4)>+4
55 |5 (=07 9)
k2 n%+4n + 6]
d) Z ok l6 T on
= 2k 2 |
2.2.4 Ovérte, ze priklad 1.2.3 d) lze spocitat pomoci funkce
S(z) = Z k*ab = (20,)? Z il
k=1 k=0
2.2.5 7 definice integralu spoctéte nasledujici integraly
a) fo dz
b) fxs dz
2.2.6 Vypocitejte néasledujici sumu
i 1
Pt 1 + e)\e(k)
kde N € N, X e R a €(k) je libovolna licha funkce.
[V +3]

2.2.7 Ukazte, ze kazdé realné cislo » > 0 muze byt vyjadieno pomoci Cantorovy rady:

0
-3
k=1

kde 0 < ¢ <k—1,k>1,aceNu{0}.

|

C
' )

o
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Sum of the type:
> onf (2.2)

where n is a summation index and d > 0 an integer can be easily dealt with using
per partes technique with result:

d _
an _ nd+1 o nd . Zk:2 (Z) an k+1 (2 3)
d+1 ' '

This is in the form of recurrence and so it is easily handled with computers.



3 Tvorba diferencialnich rovnic

Kdo podceniuje vysledky matematiky, skodi celé véde, nebot ten, kdo neznd
matematiku, nemize poznat exaktni vedy a nemize pochopit svet.

Roger Bacon

V této kapitole se budeme zabyvat popisem fyzikalnich tloh diferencialnimi rovni-
cemi a hledanim jejich feSeni. Ve fyzice se ¢asto tvrdi, ze kazdy problém, se kterym se
v piirodé mtzeme setkat, se da popsat néjakou diferencialni rovnici. Pokud bychom
byli schopni vzdy nalézt feseni takovéto diferencialni rovnice, byla by prace fyziki
mnohem jednodussi, i kdyz ne prosta hledani hlubsich souvislosti a symetrii prirody.

3.1 Opakovani

Obecné miizeme Tici, Ze problém nalezeni feSeni difencidlnich rovnic je velmi obtizny.
Dokonce i tak jednoduchy piipad diferencidlni rovnice prvniho fadu y' = f(z,y)
nemiize byt obecné vyfesen. Cili neexistuje obecna formule, ktera jednozna¢né piiradi
kazdému f(z,y) feSeni y(z). Je vSak mozné klasifikovat nékteré diferencidlni rovnice
prvniho fadu do nékolika typt a nasledné pro né pouzit specialni metody hledani
feSeni.

3.1.1 Separovatelné rovnice

Zvlastni misto mezi témito rovnicemi zaujiméa typ, ktery je mozno plné separovat
vzhledem k proménnym z a y a tedy vyjadrit ve tvaru:

P(z)dz + Q(y)dy = 0,

kde P(x) resp. Q(y) je pouze funkce proménné x resp. y. Obecné FeSeni toho typu
rovnic je dano prostym integralem

JP@M$+JQ@My=a
kde ¢ je libovolna konstanta.

13
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3.1.1 Reste nasledujici diferencialni rovnice:

a) V1 —a2dy = /1 — y?dx [arcsmx — arcsmy = ]

c) y = S;Ej; [2cosy —sinz cosy + x = ]
d) sinz cos® ydz = cos® zdy [secx — tany = c]
e) V1+ zdy = (1+y?)da [arctany—2\/m=c]
f)y,:1+y [y+1zc]
1+ r+1

3.1.2 Homogenni rovnice
Funkce f(x,y) je homogenni fadu n, pokud plati:
fQz, Ay) = N"f(x,y), A>0.
Pokud je diferencialni rovnice v néasledujicim tvaru
Pz, y)dx + Q(z,y)dy = 0,
kde P(z,y) a Q(z,y) jsou homogenni funkce stejného fadu, pak miuzeme psat:

, flxy)
YT Q)

kde ¢(x,y) je homogenni funkce nultého fadu. Diky této vlastnosti mizeme tuto
funkci vyjadrit jako funkci podilu y a x:

o(r,y) = p(Ax, \y) = ¢(1, %)-

= ¢(z,y), (3.1)

Tento tvar ndm naznacuje zvolit substituci y/x = v nebot plati:

Vlozenim do rovnice (3.1) dostavame:

dv dz
o(lv)—v  x

Tento tvar rovnice je jiz plné separovany a muize byt fesen piimou integraci.

3.1.2 Reste nasledujici diferencialni rovnice:
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2 3
a) (2* +y?) dy + 2zydz = 0 [(Q (3+y—2>) ==
T x T

[ Y
arcsin = — logx = ¢
x |

b) xy' = /2% —y?
d —
c) zcos 7Y =ycosg—x [siny+logx=c
x dx x |
d) (x+y)y' =x—y [:1:2—2xy—y2=c]
5 -
2 _ (.3 .3 -
e)xyd:v—(x —y)dy llogy+3—y3—c_
2
;Y=Y
f) ¢ = 5 [y — x4+ ylogx = ¢]

[2 arctan e’ + log tanh g =c

g) sinh zdy = cosydz

x

Y —2,/%

h / = — [ — Yy
)y T — Ty Yy =ce |
[m = ceQ\/g

i) z(zy +y)de = 2dy

1 1
D 2ty -y =a2tyy [‘_‘_k’gyzc
r y i
k) zy =y + zer [10ga:+e_% =c
tan? x
1) v =y'logy + tan xsec® x [9(2_10&9)_ 5 T¢

3.1.3 Exaktni rovnice

Vyraz P(z,y)dx + Q(x,y)dy je exaktnim pokud existuje funkce F'(x,y) takova, ze

plati:
dF(xz,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy .

V takovém piipadé rovnice
P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0

mize byt jednoduse vyjadiena jako dF(z,y) = 0 s obecnym Tfesenim ve tvaru:

F(z,y) =c.
Ze zdmeénnosti poradi parcialnich derivaci
O*F _ 0*F
oyox  dxdy
plyne i nutnd podminka k existenci funkce F":
oP  0Q

dy  ox
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3.1.3 Reste nasledujici diferencialni rovnice:
a) (e*+1)dx+dy=0

1 = 1l =
b) (2$ + —ey) dr = §e§dy

Y
¢ (33: y—y )dx = (3y2x — :c3) dy
d) zdy + ydx =0

1
% cos Ldx = = cos gdy
x x x

xdx + ydy =0

)
)
e)
f)
g) (3z%y —y®)dx — (2* + 3y’z) dy = 0
h) (ycoszy + 2x) dx + xcoszydy = 0

) (y*+2zy+1)de+ (2zy +2%) =0
) 3z’ydr + (2° — 3y*2®) dy = 0

1

J

3.1.4 Integracni faktor

Predpokladejme, ze
0

Pz, y)dr + Q(z, y)dy =
ma Feseni
Flz,y)=c
kde F'(x,y) je diferencovatelnd funkce. Plati tedy:
oF
ox
Eliminovanim y’ z prvnich dvou rovnic dostavame

10F
Pox

1 0F

_Q&‘y_

kde u(x,y) je hodnota podilu. Z konstrukce plyne, Ze:

(z,9),

oF
ox

oF

= u(z,y)P(z,y), £ = u(z,y)Q(x,y)

a tedy plati, ze
plx,y) (P2, y)de + Q(z,y)dy) = 0

je exaktni rovnice. Funkce p(z,y) se nazyva integracni faktor.

3.1.4 Ovétte diferenciaci

[a:gy —xy’ = c]
oy = ]
[sin% = c]

= ]
-]
[x +smxy—c]
[2%y + 2y® + = = ]

-]
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e)

5 (x + y2) = xdx + ydy
f) d(zy) = xdy + ydz

3.1.5 Reste nasledujici rovnice za pomoci vhodného integralniho faktoru

a) xdy + r*dr = ydx [ ]
b) (zy* +y)de = (°y — z) dy [x = cye%]
c) xzdy + 3ydr = zydy [yx = ce ]
d) (x2 +y* + 235) dy = 2ydx ly -2 arctan§ =c
. -

e) zdy — ydr = xydy l(—) e’ =c¢
Yy _

x? ]

f) (2* —y?) = 2zyde [y +—=c
Y i

3.1.5 Linearni rovnice prvniho radu

Diferencidlni rovnice ve tvaru

dy
-+ M(z)y = N(z),

se nazyva linedrni, nebot mnozina vSech feSeni této rovnice je uzaviend vzhledem ke
s¢itani. Pokud provedeme substituci y = v(z)w(z), dostaneme po vhodné tpraveé:

v(u' + Mu) + uwv' = N. (3.2)

Pokud je u zvoleno tak, aby byl vyraz v zavorce roven nule, miize byt ptivodni rovnice
redukovana do podstatné jednodussiho tvaru. Proto nejprve vyreSme rovnici:

u+ Mu=0,
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kterd je jiz separovatelna. Reseni tohoto problému je ve tvaru:
log u + Jde =c.

Jelikoz kazdé feSeni této rovnice redukuje (3.2) na
w' =N,

je vhodné zvolit hodnotu konstanty ¢ = 0. S touto volbou dostavame

—{Mdz

u=e )

a tedy

U, _ NeSde7

ktera je také v separovaném tvaru. ReSeni dostavame pfimou integraci:
v = fNeSMdmdx +c.
Celkové Teseni poté ziskame navratem k ptvodni proménné y:

Yy = e_SMda:fNeSMd“dm +ee Mg

3.1.6 Reste nasledujici rovnice

1 _

a) (1 +$2) dy = (— xy) dx [1 + V1 + 22 = cpe¥Vite®

x |

b) (z*+1)y + 22y = 2 y:ﬂ_

3(1+ 2?) |

c) v —e ™ — 2y [yz e (x—1)

.’1)2_

d) y +axy—ax=0 [y=1—2e’7

e) ¥ +ycosz = cos’ x [y=C052x+2(sinx—1)]

f) zy/ + 2y = 2?sinx ly=281nx—xcosx+—cosx+£

! .

g) ¥ =y+cosz—sinz [y = 1nx+ce]

dx Ty |

) dx N l %'
i) —+yr =y x =

dy |
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i) 2 (14 4y?) dx + 3ya’dy = 0 lx«/ (1+42)° =¢

_(-a)? i

k) v +yr =y [y=ce 2

- 2

1) MM g + (1—¢Y)dy lx arcsinz + v1 — 2% + % —e(y—1)=c
Y

3.1.6 Substitu¢ni metoda

Mnoho diferencidlnich rovnic prvniho faddu mutze byt feseno vhodnou substituci. Jiz
jsme v textu na takové pripady narazili. Kuprikladu substituce y = wv pfi feSeni
linedrni diferencidlni rovnice. V této podsekci si ukadzeme nékolik dalsich typickych
prikladi této metody.

Diferencialni rovnice ve tvaru:

y=af(y)+9()

se nazyva Lagrangeova rovnice, kde f a g jsou diferencovatelné funkce proménné ¢’ .
Substituci ¢y’ = p dostavame
y=azf(p)+9p).

Néaslednym diferenciovanim obdrzime:
/ ap
p=xzf—+fp)+9—,
x x

coz muzeme zapsat ve formeé:

@_ f/ . g/
dp p—f  p—f

Tato rovnice je linerarni vzhledem k x a mutze byt tedy vyfeSena.

3.1.7 Reste nasledujici rovnice, kde p = y/":

a) p? —2yp = 3y° ly = c16™y = coe™]
b) p?+1=2p [y =2+ ciy =2+ co)
) -
4 2 p*—2 4
c = + 2 = ———T=2p— — +
) p' =0y ly AL
d) p*+2p=e yzlog(p3+2p)'x=—1+iarctani+c_
’ P2 V2
Ar+1 1
e) p’r—py+1=0 [y= iy =2V
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f) P +y* =1 [arcsiny + x = ¢]
g) P’ + 2z —y)p = 2y [y = ce®;y = c— 27|
2

2 T T T z

h) p* + (z — €®)p = ze [yze +c;y=x—5

Dalsim prikladem miize byt Bernoulliho rovnice
y' + Pa)y = Qz)y",
kterd miize byt redukovana na linearni rovnici pouzitim substituce z = y1 ="
Z4+(1-n)P(x)z=(1—-n)Q(x).
Dalsim prikladem muze byt

dy a1 x + asy + as
dr 7 \ bz +boy +b3 )’

ktera se Tesi substituci © = u — h,y = v — k, pokud konstanty h, k jsou nastaveny
tak, aby ptivodni rovnice byla homogenni.

3.1.8 Reste nasledujici rovnice:

a) 3dy+ 4—8' t = 48—96—4 cosx + 10 _% s +c_
- =sinz |y e T 3 )sine ey
b) ¥ +y =1y’ i—x+1+ce2x_
y? 2 |
g L1 _ L 5
yodx  xyd y° 2 |
2
y oy
d) y'—;—kﬁzo [z = ylog cx]
) .
e) 2y +y=y’logx [— =1+logz + cx
) i
. N
f) o +xy = 2%)° [—2 =1+ 2%+ ce®
Y i
, r4y—1 dv  u+wv 1
- = - r—u—3y—v+4
8y 2 +y + 2 ldu uto y=r |
3r+y+6 du u—1 1
)y 3r+y+7 [dx w Ty |
) o = sin LY 2 v _ u-v 5 1]
v r+y+3 du  utv 2 Y= 2 |
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J) ¥ = cos(z +y)

ldu
l=cosuyu=x+y

dx ]
d 1
k)d—:;:yx?’—x [:p?_y+ + ce? ]
1) ydz = (z +y°) dy [22 =y’ + ey
m) y+ay = ey [y = log(yz —¢)]
n) 1+ zy tany =y [z secy = log|secy + tany| + c]
d
0) % + arctan xdy = 0 [y arctan x = c]
p) (1+2%)dy=(1+y°)da [arctan y — arctan x = ¢|
de = 4
q —+-—+y = dry+y =c
) dy y | |
r) sin2ydz + 2z cos 2ydy = 0 [z sin 2y = ]
s) ey =e" +¢eY [e"7Y = ¢ — a]
t) dx + 2zdy = ydy [43: =2y —1+ ce’zy]
u) (352 + y2) dr = xydy [y = e 4 ceQx]
v) (x—y+1Dde+(x+y—1)dy=0 [y? = 22%¢? + ca?]
w) dy = (2y + €**) d ly = e (% + c)]
2
x) y° = (zy — 2°¢¥) ¢/ [ey =c+ %]

3.1.7 Singularni reSeni diferencialnich rovnic

Mezi zajimavé problémy patii tzv. singularni feseni diferencialnich rovnic. Jsou to
takova Teseni diferencialni rovnice, pro ktera je jednoznacnost narusena v kazdém
bodé. Geometricky to znamend, Ze vice nez jedna integralni kiivka se spolecnou tec-
nou prochazi kazdym bodem singuldrniho feSeni (xg, yo) -

Singularni feseni diferencidlni rovnice neni popsano obecnym integralem, ¢ili nemtize
byt odvozeno z obecného feseni pro jakoukoliv hodnotu integra¢ni konstanty C'.

Jednim zpisobem jak hledat singularni feSeni diferencidlni rovnice je tzv. p-
diskriminant diferencialni rovnice. Pokud je funkce F'(z,y, 1) a jeji parcidlni derivace
vzhledem k y a ¢/ spojitd, pak muze byt singularni feSeni nalezeno ze soustavy rovnic:

OF (z,y,y")
S o, (3.4)

3.1.9 Naleznéte obecné a vSechna singularni feseni nésledujicich diferencialnich rov-
nic:
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a) (y/)2_4y: 5
b) (y')? —ay +y=0,
, 1
C) 1+(y)2:?7
d) () (1-y?=2-y,
e) y=(y)" —3xy + 322,

Clairautova Diferencialni rovnice

_ .y dy
y_xdx+f(dx>’ (3.5)

kde f je libovolna funkce. Obecné feSeni nalezneme prozkouméanim diferencialniho
disledku této rovnice, ktery vypada:

e df (d
d—xz [x + % (%)] ~0 (3.6)

Z prvniho ¢lenu y” dostdvame obecné feSeni, které po dosazeni do (3.5) nabyva
tvaru:

Yo = cx + f(c). (3.7)

Ze zbylé ¢asti rovnice (3.6) muzeme ziskat pouze singularni feseni, které ma v kaz-

dém bodé derivaci stejnou jako obecné feseni s urcitou konkrétni hodnotou integracni
konstanty c. Tedy 3’ = ¢ a singuldrni feseni se da vyjadrit parametricky

r = —f(0),
= —ef'(0) + f(o). (3.8)

Piiklady obecného a singularniho feseni pro f(x) = 2% a f(z) = 23 jsou uvedeny
na obrézcich (3.1) a (3.2). Tmavé ¢ary predstavuji ¢leny z rodiny kiivek obecného
feSeni, modra pak pfedstavuje obalovou krivku k této rodiné.

3.1.8 Piece-wise feSeni diferencialni rovnice

Nelinearni diferencialni rovnice mohou déle mit feSeni, ktera ziskdme z obecného
feseni tak, Zze na vhodnych intervalech pospojujeme riizné feseni z rodiny obecnych
feseni.

3.2 Priklady na tvorbu diferencialnich rovnic

3.2.1 Odvodte diferencialni rovnici pro radioaktivni rozpad latky o mnozstvi M a po-
_In2y

lo¢asu rozpadu 7. [M(t) = Mye - ]
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Obrézek 3.1: Ptiklady obecného a singularniho feSeni pro f(z) = x?. Tmavé cary
predstavuji Cleny z rodiny kfivek obecného feSeni pro rizné hodnoty ¢, modra pak
predstavuje obalovou kfivku k této rodiné.

3.2.2 Méjme v case t = 0 pocet bakterii v kolonii roven n a v ¢ase t = 1 pocet bakterii
v kolonii roven m, kde n, m jsou velka ¢isla. Kazda bakterie se déli po uplynuti
casu 7. Zjistéte hodnotu casové konstanty 7.
In 2

= Inm—1Inn

3.2.3 Radioaktivni substance A se zapocala v ¢ase t = 0 rozpadat na substanci B,
ktera se déle rozpada na konecny produkt C. Najdéte rovnici pro mnozstvi B
jako funkci casu.

AgTa  _In2y (m,u)t
———=e B [e\l'B 4/ —1

B(t) =

( ) TA —TB
3.2.4 Méjme kontejner o obsahu [ naplnény vodou. Z vrchni trubky do tohoto kontej-
neru pritéka r litrti vody za sekundu a stejné mnozstvi pak odtéka z kontejneru
spodni trubkou. Voda pritékajici do kontejneru obsahuje w kg soli na litr. Sou-
casné na dné kontejneru lezi kus kamenné soli, ktery se rozpousti konstantni
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Obrézek 3.2: Ptiklady obecného a singularniho feSeni pro f(z) = x®. Tmavé cary
predstavuji ¢leny z rodiny kfivek obecného feSeni pro rizné hodnoty ¢, modra pak
predstavuje obalovou kfivku k této rodiné.

rychlosti ¢ kg soli za sekundu.

a) Najdéte funkei S(t) popisujici mnozstvi kg soli v kontejneru.

b) Stanovte mnozstvi soli v ¢ = .

c) Reste tlohu pro q = qo/t.

aL
r

S(t) = (1 — e’%t)

3.2.5 Naleznéte rovnici zrcadla f(x), které odrazi paprsky svétla vyslané z pocatku
soufadnicového systému vodorovné s osou .

[ fla) = im]

3.2.6 Projektil je vystielen s pocatecni rychlosti vy pod tthlem « s horizontalou za
pritomnosti homogenniho gravitacniho pole g. Najdéte rovnici trajektorie za
predpokladu:
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: T=0 —
5 T=kv,

12

Obrazek 3.3: Parabolicka stielba projektilu ve tfech rezimech tfeni a oblast dosahu
déla pro piipad beze tfeni. Konstanty jsou: g = 9.81,vy = 10, = 7/3, k = 0.05.

a) zanedbatelného tteni,
b) s tieci silou v tzv. viskéznim rezimu, tj. linedrné tmérnou rychlosti 7' = kv,
c) s tieci silou v tzv. tlakovém rezimu, tj. tmérnou ¢tverci rychlosti T' = kv?.

Vytvorte graf, ktery porovnava trajektorie stiely ve vSech ptipadech (3.3). V pii-
padé a) popiste oblast dosahu projektilu.

[y(w) — rtana — L]

208 cos? a

[y(m) _ ilnvgcosoz—k::): B (vosina—k%) (vocosa — k) N vosincw—%]

k2 Vg COS v kvg cos o k
1 k bz _q 1 k
[y(x) = Eln {cos [arctan <\/;vosina> - \/%So cosoz] } + %ln (1 + gvgsin%z)]
4 2,2
Uy — g
lydosah(x) - 2g'U3 ]
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3.2.7 Landauuv vozik:

>

.1/‘

Sestavte diferencialni rovnice Landauova vo-
ziku. Jde o vozik (podle obrazku) pohybujici se
podél osy x, na némz je pripevnéno matema-
tické kyvadlo. Za pomoci Lagrangeova principu
sestavte diferencialni rovnice popisujici casovy vy-
voj systému.

(M, + My) & + Mylg cos p — Mylgp?sinp = 0
Myl2p + Myglsin @ + Myli cos p = 0
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3.2.8 Psi krivka:

Zajic bézi po ose y konstantni |
rychlosti v. Pes bézi tak, ze jeho Zajic iv
rychlost neustale ukazuje na za-
jice. Velikost jeho rychlosti je
konstanta w (vis obrazek). Za-
jic stal v case t = 0 v pocatku
soutadnicového systému a pes

v bodé (a,0). Naleznéte kiivku Pes
psa po které se snazi dohonit za- )
jice*. ‘
0 X a

(B 2% a ag v
[f(x)_§1+q_§1—q+1—q2’ q_E]

------

ulohu, v pripadé ze bereme v tivahu specialné relativistické efekty.

[ﬂff” = %m + %W]

3.3 Metoda Lagrangeovych multiplikatort

K urceni extremnich hodnot funkce
f(z1, 29, ..., x) ,
jejiz proménné jsou omezeny m podminkami
oi(T1, 29,y xy) =0, i=1,2...m, (3.9)

sestrojme funkci
F=f+ Z Aipi
i=1

a urceme, zda-li existuji parametry \; (Lagrandeovy multiplikatory) a hodnoty ex-
trémi xq, 9, ..., T, Z M roviic

OF
6:15]- B

a m podminek (3.9).

*Zajimavé také je, pokusit se tento priklad vyresit v jeho zrcadlové formé, kde zajic bézi po ose

N

vyfeSeni dané diferencialni rovnice.
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3.3.1 Naleznéte maximum a minimum nasledujicich funkei, za predpokladu existence
dodate¢nych podminek:

a) flo,y)=z+y, 2*+y°=1, [min:(—\f,—\@),max:(\/ﬁ,\/i)]

b) f(z,y) = Az*yPt, x+y=C" [x=fﬁy=ac_+ﬁﬁ}

c) flz,y,z2) =xy+yz, z+2y=6,2—32=0 [m=3,y:%,z=1]
N N N

d) S(xy,m9,..xn) = — D iz, S xiBi=E,Y 2, =1z, = w+—e Pl
i=1 i=1 i=1 3 e BE;

i=1
e) Najdéte rozméry krabice (z,y, z) s nejvétsim objemem za predpokladu, Ze

plocha krabice je 64. [w =y=2z= 3_32]

f) Najdéte bod P v roviné trojihelniku ABC, pro ktery je soucet vzdalenosti
od vrchold minimalni.

g) Najdéte trojihelnik s nejmensim obvodem, ktery je mozno vepsat do da-
ného trojuhelnika.

3.4 Laplaceova transformace
Pouzivani Laplaceovy transformace pti hledani reseni diferencialnich rovnic ma poca-

tek v symbolickych metodach vyvinutych anglickym inzenyrem Oliverem Heavisidem.
Funkce F(p) ddna vztahem

Flp) = j f(@)e ™ dx = L(f),

se nazyva Laplaceova tranformace funkce f(x) a operator L, ktery zobrazuje f na F,
se nazyva Laplacetiv operdtor. Tento operator je na prvni pohled linearni.

3.4.1 Naleznéte Laplaceovu transformaci pro nasledujici funkce:

ax [ 1 ]
a) e ,p>a

p—a
I'[b+ 1]
b

tJedn4 se o tzv. Cobbovu-Douglasovu produkéni funkei, f(z,%) je objem celkové produkee, x je
faktor prace, y faktor kapitdlu, A je souhrnnd produktivita faktord, konstanty « a [ piedstavuji
elasticitu vystupu prace a kapitalu a ziskavaji se dostupnymi technologiemi.

tKonstanta C' pak pfedstavuje maximalni mnozstvi penéz, které jsou k dispozici.
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.

c) cosbx [}m

: b |

d) sin bx [m_

2 32 7

e) zcosbx lP—bQ

(p? +0%)" ]

f) zsinbx lﬂ?

(p? +0%)" ]

3.4.2 Za predpokladu, ze lim f(x)e™P* = 0 ukazte, Ze
Tr—0
L[f'(z)] = pF(p) - f(0).

3.4.3 Obdobné naleznéte vztahy pro

a) L(y) [PL(y) — y(0)]
b) L(y") [P*L(y) — py(0) — y/'(0)]
c¢) L(y") [P°L(y) — p*y(0) — py'(0) — " (0)]
d) L (y™) PﬁL@)—ﬁhfiﬁwm

3.4.4 Necht pro y plati " — 3y’ +2y = 4,y(0) = 2,4/(0) = 3. Najdéte vyraz pro L(y)

a pak naleznéte y .
20 —3p+4

L(y) = Ly =2 —3e” + 3
l p(p—1)(p—2) |
3.4.5 Podobné naleznéte feseni nasledujicich rovnic:
. . 2 .
a) y' +4y=sinz, y0)=1, (0)=0 [yzcos2x+sn;:c_sm6x
e e gt ]
b m "o_ 1 - _ _ -
)y +y ="+ + ly 5~ 5 t% x_
3.4.6 Naleznéte funkci jejiz Laplaceova transformace je:
25 2 2 3 2
a) S — Ze ¥ cosh —=x — ~e **sinh —x
3p2 +12p + 8 3 V3 2 V3]
p+1 ﬂ
b) m [e COS T
0 2p + 3 3+e
2p? + 4p 4
d) P e 7 (cosh V51 - V5 sinh V5a
P +3p+1 2 5 2



3.5. FOURIERUV ROZVOJ 30
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Obréazek 3.4: Obdelnikovy signal na struné (modfe) a jeho Fouriertv rozvoj (¢ervené)
do 90 fadu v case t = 0.

3.5 Fourieruv rozvoj

Fouriertiv rozvoj a jeho zobecnéni do Fourierovi transformace je velice mocny nastroj
k feseni nékterych diferencidlnich rovnic. Zde si zopakujeme nékteré zakladni vztahy
pro Fourieriv rozvoj.

Necht na intervalu (—m, 7) plati:

f(z) = % + Z a, cos(nx) + Z by, sin(nzx) .

n=1 n=1
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Ukazte, ze pro koeficienty rady pak plati:

™

1
Ay = —Jf(x)cosmx de, m=0,12,.., (3.10)
T
1L
by, = —ff(x)smmx de, m=1,2,..., (3.11)
s
(3.12)

3.5.1 Urcete koeficienty Fourierova rozvoje a,, b, nasledujicich funkci:

a) flx)=a, —-mT<zx<m

b) f(z) =2z, —-mT<z<m

3.5.2 Uvazujme strunu napnutou mezi dvéma body (0, L), ve kterych je pevné ukot-
vena®. V zakladni poloze je struna uréena funkei f(x) = 0. Nyni uvedeme strunu
do stavu popsaného funkci

0 O0<z< % —a,
fl#)=Xa f—a<z<%+a, (3.13)
0 % +2<x<L.
Struna je tedy nabuzena obdélnikovym signilem ve svém stiedu (3.4). Pokud
nyni nechame strunu vyvijet v ¢ase, obdélnikovy signal se bude pohybovat v sou-
ladu s vlnovou rovnici. Ukazte, Ze na problém se da divat i tak, ze obdélnikovy
signal rozvedeme ve Fourierovu fadu stojatych vin, které méni svou amplitudu
jako cos(nwt), kde w je uhlova frekvence stojatého vinéni. Diikaz doloZte pro-
gramem, ktery vysledek demonstruje.

Vysledek pro gnuplot.
reset

set samples 500

set term gif animate
set output ”animate.gif”
n=100

dt=2%*pi/n

L=pi

set xrange [0:L]

set yrange [-1.2:1.2]
i=0

load ”animate.txt”

$Témto okrajovym podminkam, kdy jsou konce struny pevné uchyceny, se odborné fika Di-
richletovy okrajové podminky (Dirichlet boundary conditions). Johann Peter Gustav Lejeune
Dirichlet(1805-1859) byl némecky matematik, ktery vyrazné ptispél k rozvoji Fourierovy analyzy.
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3.5.3

3.5.4

3.5.5

File ”animate.txt”:

b=90

a=L/10

f(x,m)=2/((2*m-1)*pi)*(-cos((2*m-1)*pi/2 + (2*m-1)*pi*a/L) + cos((2*m-1)*pi/2 -
(2*m-1)*pi*a/L))*cos((2*m-1)*i*dt)*sin((2*m-1)*pi*x/L)+2/((2*m-1)*pi)*(sin((2*m-
1)*pi/2 + (2*m-1)*pi*a/L) - sin((2*m-1)*pi/2 - (2*m-1)*pi*a/L))*cos((2*m-1)*i*dt)
*cos((2*m-1)*pi*x/L)

aa=1

sum(x,aa,b)= (aa=b) 7 0 : f(x,aa)+sum(x,aa+1,b)

g(x)=sum(x,1,b)

set multiplot

plot for [m=1:b] f(x,m) w11t 1 lw 1 lc 1 notitle

plot g(x) w11t 1 lw 2 Ic 2 notitle

unset multiplot

i=i+1

if (i < n) reread

Dokazte, ze kazda funkce se da napsat jako soucet dvou funkci, z nichz je jedna
licha a druha suda.

Ukazte, na zékladé Fourierova rozvoje funkce f(x) = x+2? na intervalu (—n, ),
ze
i 1 72
_2 _- — .
—=n 6

Ukazte, na zakladé Fourierova rozvoje funkce f(z) = x
ze

2 na intervalu (—m, ),



4 Komplexni analyza

Jako slunce zastinuje hvézdy svym jasem, tak i vzdélany clovek miZe zastinit sldvu
druhyjch lidi, bude-li predkladat matematicke ulohy, a dosdhne jesté vic, bude-li je
resit.

Brahmagupta

V této kapitole si ptiblizime zaklady komplexni analyzy. Budeme se touto bohatou

a mocnou ¢asti matematiky zabyvat pouze ve velice omezené mitfe a to v takové,

abychom byli schopni pochopit a pouzivat problematiku propagatort v kvantové teorii
pole.

4.1 Zakladni pojmy a definice

4.1.1 Popiste geometricky mnozinu vsech bodu Gaussovy roviny, které vyhovuji témto

nerovnostem:
a) §RZ > O [Polorovina lezici napravo od imaginarni osy (bez bodu osy)].
b) [Polorovina lezici pod vodorovnou pfimkou prochézejici bodem z = i].
C) ’éRZ| < 1 [Pas tvoieny body, jejichz vzdalenost od imaginarni osy je mensi nez 1.]
d) |\SZ| < 1 0<Rz<1 [Obdélnik s vrcholy v bodech —i, 1 —i,1 + i,i (bez stran).]
e) ’Z| [Jednotkovy kruh se stfedem v pocatku véetné kruznice.]
f) |Z - 1| > 1 [Cel4 rovina bez jednotkového kruhu se stfedem v bodé z = i.]
g) 1 < ’Z + 1’ < 2 [Mezikruzi se stfedem v bodé z = —i o vétsim poloméru 2 a mensim 1.]
h) 0 < argz < Z [Uhel velikosti 7/4 s vrcholem v poc¢atku, ktery lezi nad redlnou osou a ta ¢&ini jedno z jeho

ramen.]

Pro komplexni funkce realné proménné z(t) = z(t) +iy(t) definujeme pfirozenym
zpusobem pojem limity, spojitosti, derivace a integralu. Zavedeme tedy:

lim 2(t) = lim «(¢) +ilim y(¢), (4.1)

t—to t—to t—to

33
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Z(t) = '(t) +iy'(t) (4.2)
Jz(t) dt = fx(t) dt—i—ify(t) dt (4.3)
4.1.2 Vypoctéte:
) ¢ [i]
b) (1+1)% [22(1 +1)]
1—i\"
) (1 T i) i
N cos (52) sin (N;U‘p ]
d) Z cos(ky) - £<) )
N [ sin (%‘3) sin (Nzl)“’ ]
e) Z sin(ky) i (£<) )
k=0 | 2 |
f) 1 [e_g“ﬂ” n e Z]
g) lim{ﬁ(l%—ei‘p—k...—l—eiw)} , O0<ep<2rm [0]
h) ((1—it)e ) [+ 20)e7]
i f(l i) dt E L]
j) Hfi dt |5 —1+iln2]
oOO )
k) > - [—In[1 —i]]

4.1.3 Urcete, které kiivky jsou definovany témito parametrickymi rovnicemi (¢t a R
jsou redlné parametry, a a b jsou komplexni ¢isla):

a) z=a+(b—a)t, 0<t<1
b) z=Re", 0<t<m, R>0
c) z=t+it?, 0<t<+w
—it
d) z = Reit + & 0<t<2r, R>1
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) o ™ 0<t<1
FT V=2, 1<t<3

Odpovedi:
a) Usecka s poc¢ateénim bodem z = 0 a s koncovym bodem z = b.
b) Horni polovina kruznice |z| = R, po¢ate¢ni bod z = R a koncovy bod z = —R.
c¢) Prava polovina paraboly y = 2%, smér probihani je od bodu z = 0 do nekone¢na
d) Elipsa

$2 y2

(R+1/R2  (R—1/R2

probéhnuté proti sméru hodinovych rucicek.

1

e) Obvod horni poloviny kruhu |z| < 1 probéhnuty jednou proti sméru pohybu
rucicek.

4.1.4 Vypoctéte nasledujici kfivkové integraly:

) | [2ri]

z
|z|=R

b) j 2 — 1) d]. 8]

|2l=1

c) f z sinz dz, kde [ je Gsecka s pocatecnim bodem z = 0 a koncovym

!
bodem z =1,

) i)
a) f L []

1422

—Q0
4.1.5 Ukazte bez znalosti Eulerova vzorce, ze plati:*

(cosf +isinf)" = cos(nh) + isin(nd) .

4.2 Analyticka funkce

Rikdme, Ze funkce f(z) : C > U — C definovana v néjakém okoli bodu 2y € U je
v tomto bodé diferencovatelnd praveé tehdy, kdyz existuje konecna limita

i 1) = 1)

220 Z — 20

= ['(20) -

*Identita se ob¢as nazyva Moivreova véta (De Moivre’s theorem).
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Cislo f'(z0) nazyvame derivaci funkce f'(z) v bodé z, .

4.2.1 Naleznéte vSechny body, ve kterych jsou nasledujici funkce diferencovatelné

(z =2 +1y):
a) Nz, 2]
b) x%y?, [na oséch]
c) |2, [ = 0]
d) 2% +1iy?, [Rz = 3z]
e) z Rz, [ = 0]
f) 22y —i(x? — y?), [z € C]

Funkce f(z) je diferencovatelnd v bodé zy = x¢ + iyy pravé tehdy, kdyz funkce
u(z,y) = Rf(x + iy),v(x,y) = Sf(z + iy) jsou diferencovatelné v bodé (xg,yo)
a spliuji v ném Cauchyho-Riemannovy podminky:

Qu(z,y) _ dv(z,y)  Oulz,y) _ dv(z,y)

, 4.4
or oy oy ox (44)

Rikdme, 7ze funkce f(z) je analytickd v bodé 2!, jestlize ji lze v n&jakém okoli
tohoto bodu vyjadfit ve tvaru konvergentni mocninné fady:

oe]

Z (2 —20)" . (4.5)

Pro bod zy = o je tfeba rozdil z — z; nahradit vyrazem 1/z.
Plati: Funkce diferencovatelna v oblasti D je v této oblasti analyticka.
Nékdy je vhodné misto proménnych x, y pouzivat proménné z = x+iy, z = xr—iy.
Formalné definujeme:

o 1[0 0 o 1/290 0
Yo - — == 4i=1. 4.6
5z <6x ay) 7z 2 (595 +1@y> (4.6)
4.2.2 Necht funkce f(x,y) mé spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Ukazte, Ze
plati:
df = af gz
z

4.2.3 Ukazte, ze Cauchyho—Riemannovy podminky maji v proménnych z a z tvar:

of

=0
0z ’

zde f =u+1iv.

Ve starsi literatufe, se v tomto smyslu setkavame s pojmem reguldrni funkce, ktery se v novéjs
literatuie poklada ekvivalentni pojmu holomorfni funkce.
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4.2.4 Je tudiz funkce |z| analyticka?
4.2.5 Ukazte, ze Laplaceova rovnice Au = 0 v proménnych z a Z ma tvar:

0u

5205

4.3 Cauchyho véta. Cauchyho integral

Necht funkce f(z) je analytickd v omezené n-nasobné souvislé oblasti D, jejiz hranice
0D je tvofena kone¢nym poctem uzavienych, po ¢astech hladkych kiivek. Je-li funkce
spojita na mnoziné D u 0D, pak

Jf@mz:o. (4.7)
oD
4.3.1 Vypoctéte Fresnelovy integraly

sin 22 dx

[00]
I, = fcosﬁdx, I =
0

S——s

s pouzitim

i 1
fe_xQ dr = §ﬁ
0

4.3.2 Podobné vypoctéte integral
o
J e~ cos ax dr ,
o

kde v e R .

4.3.3 Na zakladé vhodné substituce vypoctéte nasledujici integral
dz

z
lz|=R

[27i]
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Pti feseni nékterych tloh je vhodné pouzit Cauchyho integralniho vzorce:

LJ&dz :{f@o): we D (4.8)

2mi ) 2z — 2 0, 20¢D.
oD
1 f(Z) f(n)(ZO)/TL' 20 € D
P __JNT — ) ) 4
QWiJ(Z—Zo)nH & { 0, Z0 ¢ D. (49)
oD

4.3.4 Ukazte, ze nasledujici vyraz je roven poctu korentt komplexni funkce f(z)
/
d
R f(z) 2xi
|z|=R

4.3.5 Pouzijte Cauchyho integralniho vzorce k vypoctu integrali (vSechny kruznice
jsou orientované proti sméru hodinovych rucicek);

Y f At (27 sinh 1]
zZ+1
|z+i|=3
dz
b | ey -
|z|=2
N 1 [2risinh 1]
J <7 -
|2[=2
( oS 2
d | z——=dz .
jol=
e) f dz e
|z+1|=1 (z+1)(z— 1) 7 4
Ccos 2
f ‘ —micosh 1
) | _.fl (z—ip 7 [—7icosh1]
e® 1 5 X
D Z. 9 1 1
g)fz(l—z)gdZ, a)lel <55 Dll<gi le—1l<3
oD
[a)27i; Db)ir(2—e); c¢) — mwie]
dz )
h) f (Z a)n(z b) ) |(I‘ <r< ‘b’ , n=12 [_27T1(b N CL) ]
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4.3.6 Necht funkce f(z) je analytickd v kruhu |z| < R a spojitd v kruhu |z| < R.
Dokazte za pomoci Cauchyho integralniho vzorce nerovnost:

‘f(")(Z) MR
n!

Ry

n=12.., |z|<R,

<
(

kde M = max.|_g |f(2)].

4.3.7 Liouvilleova véta. Necht funkce f(z) je analytickd v celé Gaussové roviné
a necht existuje M tak, ze |f(z)| < M pro vSechna z. Dokazte, ze f(z) je
konstantni v celé komplexni roviné.

4.4 Taylorova rada

Je znamo, 7Ze kazdou funkci f(z) analytickou v libovolném kruhu |z — z5| < R lze
rozvinout v mocninnou fadu

f(z) =D an(z—2)", (4.10)

(n)
S (20) |
n!
nebo vztahem
1
Ap = — J‘ Lﬂ dZ7 r<R.
27 (z — Zo)n
|z—z0|="r

Tato mocninna fada se nazyva Taylorova tada funkce f(z) v okoli bodu z .

4.4.1 PHimym vipoctem f(z,) dokazte platnost téchto vzorci pro viechna z:

n=0
i a2m )
c) coshaz = 24"
— (2n)!
i q2ntl _—
d) sinhaz = n
—(2n+1)!
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i a2n+1 N
e) sinaz = » (—1)" n
= (2n + 1)

i a2n )
f) cosaz =) (—1)" 2"

o) (2n)!

4.4.2 S pouzitim rozvoje e** dokazte rovnosti:

0
a) cosy/z = Z (—
n=0
oz
(ez +e +2<zosz) = Z
1 /3 N
- z —z/2 cve o
C)3<e—|—2e 0052)—2 E

0 n
cosnoa z

d) "% cosz = Z

b)

A~ =

a#0,+7,+21, ...

— sin" a nl
4.4.3 S pouzitim rozvoje (1 — z) Z 2" platného pro |z| < 1 dokazte rovnosti:
n=0
1 e @]
a) (1*2)2=7§n+1 .zl < 1
2 e @]
b) (1+2)3=Z "(n+1)(n+2)2", |z <1;

n=0

2(z +a) n?z" .
C)m Zlan+l, |Z|<1 a;éO,

o]
n=

e @]
U g = DV Bl <lal 0#0;

n=

1 < n_2n

) [rap = L0 DEE <
4

f)—z+z+z an |z| < 1;

(1

4.4.4 Naleznéte rozvoj téchto racionalnich funkei v Taylorovu fadu v okoli bodu z = 0:

1 1 J- n+1 —n—1 n
a)ma 52[(—1) -2 2



4.5. SINGULARNI BODY 41

b) 22—_5, [_ i (2*7171 o 377171) P

22 —-524+6 o
) z 1 i [( 1)n+1 4—n—1] 2n+1_
VEInE_D 54 )

3

d) 201 , [_ Z_] (34” + 2471—1)

(22 = 1)2(22 + 4)

n=0

1 100 n1—n—1 2n
e) : 5 [5n+ 6+ (=1)"47" '] 2

1 e ]
E 3n 3n+1
f)1+z+z2’ [ (=7 =)

n=0

2z — 1 =
23n+2 3n+2 23n 3n
&) 422 — 22+ 17 Lz_;) )

1 - 8n 8n+1 ]
Y T A H AT [Z(Z -2
i) ! , [i (n+1) (2% — 2

(1—24)(1+2z+22+23)

) 0 122n—1 ) 1
. . n—+ n
J) [S100 AN E (—1) mz

n=1
- ) -
343 2
k) cos’ —1)"
) cos® z, Z( ) T @)
| n=0
) A i g2t i
1) sin® z + cos” z, 1L+ > (—=1)" 2"
= (2n)! |
2 2 [ i 2
m) cos” z + cosh” z, 1+ 2"
— (4n)! |

4.5 Singularni body

Necht funkce f(z) je analytickd v prstencovém okoli 0 < |z —a| < p (pro a = ©
v prstencovém okoli p < |z| < +o0) a necht neni definovana v bodé z = a. Bod z = a
pak nazyvame izolovangm singuldrnim bodem funkce f(z).

Podle chovani funkce f(z) v okoli bodu z = a provadime tuto klasifikaci izolova-
nych singularnich bodi:
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e Bod 2z = a se nazyva odstranitelnd singularita funkce f(z) pravé tehdy, kdyz
existuje koneéna limita lim f(z).

e Bod z = a se nazyva pdl funkce f(z) pravé tehdy, kdyz lim f(z) = 0.

e Bod z = a se nazyva podstatna singularita (také neodstranitelnd singularita)
funkce f(z) pravé tehdy, kdyz funkce f(z) nemé v bodé z = a limitu.

4.5.1 Pro nasledujici funkce naleznéte vSechny izolované singularni body a stanovte
jejich charakter:

z 1
a) —, e) cotgz — —,
sin 2 z
1 —cosz
b) ———— f) z(e? =1
) sin? 2 ) ( ) ’
2 o ? cotg(m/z)
c) z°sin e
) ek g) :
1 Tz 1z
d oS h) sine/*.
) 22 -1 z+ 17 )
Odpovédi:
a) z = 0 — odstranitelnd singularita; z = +m, 27, ... — pdly;
b) z = 0 — odstranitelnd singularita; z = +7, +37, +57, ... — poly;
c) z =0 — pol; z = —1 — podstatnd singularita;
d) z = o a z = 1 — odstranitelna singularita; z = —1 — podstatna singularita;
e) z = 0 — odstranitelnd singularita; z = +7, +27, +37, ... — poly;
f) z = oo — odstranitelna singularita; z = 0 — podstatna smgularita;
g) z= + -1-1 ... — podstatné singularity;
h) z=0- podstatna singularita.

Existuje jesté jedna podrobnéjsi klasifikace pdli, kterd vyzaduje zavedeni jednoho
pomocného pojmu. Necht funkce f(z) je analytickd v bodé z = a a necht m € N je
piirozené ¢islo. Rikdme, ze z = a je m-ndsobnym nulovym bodem funkce f(z) prave
tehdy, kdyz

fla) = f'(a) = .= f" V() =0, f"(z)#0
Rikdme, 7e bod z = o je m-nasobnym nulovym bodem funkce f(z) pravé tehdy, kdyz
funkce g(z) = f(1/z) ma m-nasobny nulovy bod v bodé z = 0.

Ma-li funkce f(z) v bodé z = a pdl, pak mé funkce 1/f(z) v tomto bodé nulovy
bod. Ndsobnost pélu funkce f(z) v bodé z = a pak nazyvame nasobnost nulového
bodu funkce 1/f(z) v bodé z = a.

Také fikame, ze bod z = a je hromadnym bodem pdli funkce f(z) pravé tehdy,
kdyz funkce f(z) je analytickd v néjakém prstencovém okoli 0 < |z—a| < 7 s vyjimkou
nekoneéné mnoha bodl a,as, ..., v nichz ma funkce f(z) pdly, pficemZ bod a je
limitou posloupnosti {a,}.
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4.6 Laurentova rada

Laurentovou Tadou se stredem v bodé a nazyvame fadu ve tvaru

0

Z cn(z—a)"

n=—0o0

Rikéme, Ze fada konverguje v bodé z, jestlize konverguji fady

0

2%(0—@ Zzz 20— a)"

n=—0u0

Kazdou funkci f(z) analytickou v mezikruzi r < |z — a| < R lze rozvinout v Lau-
rentovu fadu se stfedem v bodé z = a, kterd konverguje v tomto mezikruzi. Jeji
koeficienty c¢,, jsou dany vztahy?

1
=5 f f(2)(z—a)""dz, r<p<R.
|z—al=p

4.6.1 Pomoci vzorce pro soucet nekonecné geometrické posloupnosti a vét o derivovani
a integrovani fad, dokazte rovnosti:

2) Zi le pnlon FI
1 -
b) g = 2 DT 2] > 1o,
W
2 : ny-2n_2n
¢) FORY) —n;w(—l) b= 2] > [b],
d) —— (Z_b :—n_Z_wng“", 2| > [b],

Necht funkci f(z) analytickou v mezikruzi r < |z — a] < R lze psat ve tvoru
souftu f1(z) + fa(2), kde funkce fi(z) je analytickd pro |z — a] < R a funkce f5(z)
pro |z —a| > r. Fuknci f(2) pak mizeme rozvinout v mezikruzi r < |z —a| < R
v Laurentovu fadu tak, Ze rozvineme funkci fi(z) v Taylorovu fadu v bodé z = a
a funkci fy(z) rozvineme v fadu se zédpornymi exponenty z — a. Je-li funkce f(z)
racionélni, lze hledany rozklad f(z) = fi(z) + fa(z) ziskat rozkladem na parcialni
zlomKky.

tTyto vzorce se pii hledani rozvoje konkrétnich funkci v Laurentovy fady témét nikdy nepouzi-
vaji. Obvykle se rozvoj konkrétni funkce v Laurentovu fadu néjakym zptisobem pfevede na rozvoj
v Taylorovu fadu.
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4.6.2 Nasledujici funkce rozvinte v mezikruzi 1 < |z| < 2 v Laurentovu fadu se
stfedem v bodé z = 0 :

1 o D), & 1]
S ey y Py L;L 3 _2%3%HZ
A1 < 2. 1 5 7 217 (=)t ]
b “.n - -~ 2 N ) .n
U sy P L;iﬁz_%6+mz+2f:+22 3o

2 O D 260" e (D
) <z2+1><z+2>’L;oo s L T L

n=—o n=0
. .
®(Z—m%z+m’ L;L SE ﬂm+2%é;Lyi
°) (22 + 1)1(22 —4)’ Lg@o (_51)n22” * ni:o;) 5,;n1+1’z2n_
D(%—1;@2+®’ Ligz%gﬁfn+§;g;£fi

4.6.3 Rozvinte v mezikruzi D v Laurentovu fadu se stiedem v bodé z = a (bod a i
mezikruzi D jsou popsany u kazdé tlohy zvlast) tyto funkce:

1
a) 5 a=1, D:{1<|z—-1] <2},
z(z—3)
1
b a=1, D:{l<|z—1] <2},
)(Z2—9)z2’
z+1 . .
<) ot a=1, ieD,
d)f—l a=1, 2ieD,
22+17
3
e) 1 a=0, ——€D,
2(z-1)(z-2)° 2
2z a=1, —1€D,
£ 22 —92i’
o) z° a=-1, D:{0<|z+1] <3},
(z—1)(z—2)’
h) 1 a=0, D :{|z| > 2} .

(22—-1)(22+4)’

Vysledky:
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n=—0o0 n=0
—2 0 n+1 n+l
n+1)(—1 n 1 2 n
b) Z ( e (z—=1)"+ Z ( ;7_22714-3 (z=1",
n=-—0o n=0
-1
c) Z (n+2)i"" (z —1)",
n=—0o0
0 m™mn
d) 1+ Z ( 1)n+1 27n/2+1 I (Z— 1)n—1 7
n=—0o0
-2 1 0
n -1 —n—2_n
— - = — 2
e) nz_ooz 22 HZ_:O 2",
f < n—1 n = (_1)n n
) H:Z_Ool (z—1) +§0(2+1)n+1 (z—-1)",

h) i 1+ (—1)" .4t o

Funkei f(z) mzeme snadno rozvinout v mezikruzi » < |z —a| < R v Laurentovu
fadu se stfedem v bodé z = a, jestlize ji vyjadiime ve tvaru soucinu dvou funkci
f(z) = fi(2)fa(2), kde fi(z), resp. f2(2) je analytickd funkce pro |z — a|] < R, resp.
|z —a] > r. Funkci f;(2) rozvineme v bodé z = a v Taylorovu fadu a funkci fo(2)
rozvineme v fadu se zdpornymi exponenty z — a . Laurentova fada funkce f(z) je pak
déna soucinem fad odpovidajicich funkcim fi(z) a fa(2).

4.6.4 Rozviite v mezikruzi D v Laurentovu fadu se stfedem v bodé z = a (bod a i
mezikruzi D jsou popsény u kazdé tlohy zv1ast) tyto funkce:

a) el a=0, D:{0 < |z| <0},
1
b) Asina’T , a=0, D :{0 < |z| < w0},
z
3 1
c) z°cos 5 a=2, D:{0<|z—2| <o},
27
d)ﬁ7 a=0, D:{l <|z| <o},
1/(2—1)
) — a=1, D:{l<l|z—1] <2},
z(z+1)

f) el==1/2)/2 a=0, D :{0<|z| < 0},
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Vysledky:

—’I’Z

1 1
a) 25+ 22 —|—2z+ +2 Rk

n-‘rl 2n+l
—r+ Z Z—2n+1’

5 4812 + 72n + 23

(2n + 2)! (z=2)7 "+

23 =
¢) (z—2)3+6(z—2)2+?(z—2)+5+;1(—

i 2(_:)7:(16712 + 24n + 5)(z — 2)*"

—2 0 0
d) — Z ez”Jr(le)z_lZ(Z 1')2”,

n=-—oo n=0 \p=n+2 p:

4.7 Fourierova rada

Q0
Na kazdou Fourierovu fadu F(¢) = >, ¢,e"¥ se lze divat jako na Laurentovu fadu
n=—o

> ¢p2™, na kruznici |z| = 1. Proto ulohu rozvinout danou funkci ve Fourierovu
n=—a
fadu lze casto prevést na tlohu o jejim rozvoji v Laurentovu fadu pomoci substituce

e = 2.

4.7.1 Naleznéte Fourierovu radu funkei:
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S Sl L 1<a<l,
1 —2acosp + a?
a sin ¢
b —-l<ax<l1
) 1—2acosp+a?’ “ ’
1— 2
c) a , 0<a<l,
1 —2acosp + a?
1
d) ——, —l<a<l,
1 —asing
sin? ¢
e) 2 O<a<l,
(1+a%+2acosyp)
f) In(1+a*—2acosyp) , 0<a<l,
g) cospln (1+a’cos® o) , 0<a<l,
Vysledky:
0
a) Za”cosmp,
n=1
0
b) Za"sinngp,
n=1
0
c) 1+22a”cosn<p,
n=1
a 1 = 1—4/(1—a? "
9 \/m+2a2(1—a2) n=1(_1) <a> cos 2np—

2n—1
1 & o[ 1—+/(1—a?) _
221 —a?) (—1) () sin (2n —1) ¢,

n=1 a

o0
) 1 N 1
e
202 (1 —a?)  2a?(1—a?)

(—a)" [1+ a? —n (1- a2)] cos ny,

n=1

f) —22 %cosmp,
n=1
g) 2 [(\/(a2+1)1)2+ln«/(1+a2)+1}
2

Cos p+
a
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o0 ) r““* 2 U IR
Zn—l— ( a2+1)—1> n<1+2(a2+1)_1>cos(2n+1)gp

1 a n a

4.8 Vypocet rezidui

Necht funkce f(z) je v bodé z, analytickid nebo v ném mé izolovany singularni bod.
Reziduem funkce f(z) v bod€é zy pro zy # o0 nazyvame ¢islo

s )= |t

\Z zo|=p

kde ¢islo p > 0 je dostatecné malé (kruznice se obiha jednou proti sméru pohybu
hodinovych rucdicek). Reziduem funkce f(z) v bode co nazyvame ¢islo

res /(2) 2m J f(z

kde ¢islo R > 0 je dostatecné velké (kruznice se obiha jednou proti sméru pohybu
hodinovych ruéicek).

Je-li funkce f(z) analytickd v bodé zy kde zy # o0, pak podle Cauchyho véty je
res f(z) =0.

0Reziduum v nekonec¢nu miize byt nenulové i v pripadé, kdyz je funkce v nekonec¢nu
analyticka.

Vipocet rezidui ptimo z definice je znacéné slozity. Zakladem pro praktické vypocty
je véta: Necht pro 0 < |z — z| < p je

FE) = ) ez —z)"
n=—oo

pak
res f(z) =c_
z=20

Je-li pro R < |z| <
0
f2)= ) e,
n=—ow

pak
res f(z) = —c_4
Z=00

4.8.1 Vypoctéte:

sin z

a) Tes —;
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e) res
z=m/4 (2; — Z) 2 )
3
f) res ze 1 l—
z=1 2_
_ ,n+1 7
g) res 2"e> ¢
e cEn
2 -
e’ 1
h) res o3 [g

Vypocet rezidui je zpravidla jednodussi nez vypocet rozvoje funkce v Laurentovu
fadu v prstencovém okoli daného bodu, nebof pii vypoctu rezidua staci najit jen
jeden koeficient Laurentovy fady. Toto zjednoduseni je tim vétsi, ¢im méné cClent

obsahuje hlavni ¢ast Laurentovy rady.
Uvedeme zakladni formule pro vypocet rezidui.
Necht je bod zy # o jednondsobnym pdlem funkce f(z). Pak

res f(z) = lim (z — 29) f(2).

2=2z0 Z2—20

Necht lze funkci f(z) psat ve tvaru

kde funkce ¢(z) a 1¥(z) jsou analytické v bodé zy # o0 a 1(z) spliiuje podminky
P(z0) =0, ¥'(2) #0.

Pak

res f(z) = o(z0)
#=20 1) V'(20)

Necht funkce f(z) je analytickd v bodé z = 0. Pak
res f(z) = lim z (f(0) = f(2)) -

2=00 zZ—00

Necht 1ze funkei f(z) psat ve tvaru f(z) = ¢(1/z), kde funkce ¢(&) je analyticka
v bodé ¢ = 0. Pak
res f(z) = —¢'(0).

Z2=00
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Necht lze funkci f(z) psat ve tvaru f(z) = (z — 20) " ¢(2), kde funkce ¢(2) je
analyticka v bodé zy # co. Pak

res 1) = e ).

4.8.2 Naleznéte rezidua nésledujicich funkci ve vsech jejich kone¢nych singularnich
bodech:

1 .
a) =3 [L(z=0);=1/2(z = i, -1)]
b)(HZ)3 [1(z = —1)]

0) (anl)n n=12,.. [< n2_”1 ) (2 = 1)]

d) PR [—sinl(z =1)]
e)ezi1 [—1(z = (2n + D)i),n e Z]

4.8.3 Naleznéte rezidua téchto funkci v nekonednu:

241
s 0]
zZ+2
b
) cosT 5 [7]

¢ z—1

0 -
(21 + 1) cos (1) B

RNERSITERSY -

f) zcos? g [7*]

4.9 Vypocet integralt po uzavrené krivce

V nésledujicich tlohéach se pouziva reziduové véty:

Necht funkce f(z) je analytickd v oblasti D s vyjimkou konecného poctu bodi
ar € D (k =1,2,...,n), ve kterych mad funkce f(z) izolované singuldrni body. Necht je
funkce f(z) spojita v kazdém bodé uzdvéru oblasti D s vgjimkou singuldrnich boduii.
Necht je hranice 0D oblasti D sloZend z konecného poctu hladkyjch uzaviengjch krivek.
Pak
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o1

jestlize se integrace po hranici 0D provddi v kladném smyslu.

n

Jf(z) dz = 27ri2 res f(z),
oD

Z=a
k=1"""*

4.9.1 Vypoctéte integraly:

dz
| 75 pite-u<y,
oD
d
[ 12Z2 S Defl-1-il <2},
J @
[‘ngdz, D:{x2/3+y2/3<22/3},
J (Z+1)
oD
d
[ . Dif2<lel <4},
JRERIEE)
j‘;ezdz, D:{lz| >4},
oD

[im sin 1]

3|
_l_
64 |

[, 167 |
1_
3

Pti vypoctu integrali funkci analytickych v celé roviné s vyjimkou konecného
poctu izolovanych singularnich bodt si je nutné uvédomit, Ze soucet vSech rezidui
takové funkce (véetné rezidua v nekonecnu) je roven nule. Jinymi slovy pro takové
funkce plati rovnost

| s = | e
oD

oDy

kde Dy je doplnék mnoziny D v uzaviené Gaussové roviné.

4.9.2 Vypoctéte integraly:

dz
—_— D : 2

oD

f 22 sin? (l)

z d D : 3

oD

[ -
JZ4_1dz, D :{|z| <2},
oD

f 23 1

] +lezdz, D :{|lz| <2},
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e) fsinzjldz, D :{|z| > 3}, [27icos 1]
oD
1
f) stin%dz, D: {2 <2, [4ri (cos 1 — sin1)]
z
éD

4.9.3 Dokazte rovnost

” © 2n+1
1 [ se g, - 3 (E) T
27i —A\2 n!(n+ 1)!

4.10 Aplikace teorie rezidui

Funkci nazveme meromorfni v oblasti D, jestlize v této oblasti nemé jiné singularni
body nez poély. Funkce meromorfni v celé Gaussové roviné se nazyva meromorfni
funkce.

Nejjednodussi vypocet integralu

o]

J f(x)dz (4.11)

—00

pomoci véty o residuich je, jestlize chovani funkce f(z) v poloroviné &z > 0 (nebo
$z < 0) umoznuje povazovat dany integral pres redlnou osu za integral funkce f(z)
po hranici této oblasti.

4.10.1 Necht funkce f(z) je analyticka v poloroviné 3z > 0 mimo pdly ay, as, ..., a, a je
spojitd az na hranici této poloroviny (mimo pdly). Dokazte, Ze je-li funkce f(z)
takova, Ze spliiuje podminku f(z) = 0(%) pro z — oo v poloroving Sz > 0, pak
plati vzorec:

0

f f(z)dz = 2#12 res f(z).
. k=1~ 'k
4.10.2 Vypoctéte integraly:
e}
r?dz T
a) : [—
J (@2+1)(22+9) 4
—Q0
o0 9 _
b) [‘ Tt —x+ 2 .. 5_7r
J x*+1022 +9 12 |
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2% dx [7?‘
J 2t + 622 +257

dz [3ﬂ_
J (1’24‘1)3’

x?dx

J (22 + diz — 5)*

—00

4.10.3 Necht funkce f(z) je analytickd v poloroviné Sz > 0 mimo pdly aq,as, ..., a,
a je spojitd az na hranici této poloroviny (mimo pdly). Dokazte, Ze je-li funkce
f(2) takova, ze spliiuje podminku f(z) = o(1) pro z — o0 v poloroviné Iz >0,
pak plati vzorec:

a0
f f(z)e" do = 27Ti2 res [ f(z)e”] .
o b1 Z=af
4.10.4 Vypoctéte integraly:
[ e-1e
z— 1) o
a) | mdx, [7'('16 ]
-0
w .
e 2msin 1
b —d -
) j‘xz—2ix—2 v [ e ]
-0
w .
DR [ — 0]
J (22 4 4iz - 5)
—Q0
[ -3¢
r—3)e?” :
d —_ . 3i—10
N By TR [rie™ "]
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o0
(x+1)e 3" - A—3i—6
e) j‘m Z, [W(l*l)e ]
—00
Of 3
e—la: Y5
f —d —
I Tl [32e2]
—00

4.10.5 Necht jsou splnény podminky piikladu 4.10.3 a necht je mimo to funkce f(z)
realné pro realné hodnoty z. Dokazte vzorce:

f f(z)cosxdx = —27r§{2 Tes [f(z)elz]} :

k=1

Jf(cc) sinzdr = 27T§R{Z res [f(z)eiz]} ,

z=ay
% k=1

4.10.6 Vypoctéte integraly:

0

(x +1)sin2z 7 Cos2 |
J 2+2x+2

r3sinx m(4—e)]
J 2t +522 447

) f (:C3—|—5x)sin:cd 1 1 N 1\ 1
c x |-+ =
J 2 +1022+9 2" \e " & |

22% + 13z) sinz I 1Y\]
a ! a 1,1
) ) v 13236 lﬂ( - )

-1 2 ]
Doy, [ (cosd — sind)
J " —ar J

o2
. . 1 =

f) ( __remE dz , T cos1 + s
J 2?2 +22+10 e? 3 /)

—0

Necht je funkce f(x) spojita na intervalu {a, b) mimo bod ¢ € (a, b), a necht integral
funkce f(z) ptes interval (a,b) diverguje. Integralem funkce f(x) pres interval {a,b)
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ve smyslu hlavni hodnoty nazgvame limitu®

b
V.p. ff(x) dz = lin% f(z)dz,
p—
a Ip
kde I, je interval {(a,b), z n€hoz je vynato okoli (¢ — p,c + p) bodu c.

Necht je funkce definovana na celém intervalu (—oo, o) a necht je integrovatelné
na kazdém uzavieném intervalu. Integralem ve smyslu hlavni hodnoty pak minime:

n

lim | f(z)dz.

n—0
-n

4.10.7 Urcete:

o
S—
=
o]
S ©——3 é%g e—s »L
o)
B
8
(oW
=
=

dx
d) vp | 5575 [—1n2]
dx
17t7?
e) V.p.J . [0(i77)]
%
Of 1+x
f) v.p. o2 dz, [7]
0¢]
g) v.p. (‘arctan:cdx, [0]
—0

$v.p. z francouzského waluer principal. V anglicky mluvicich zemich se ¢astéji pouziva zkratka

p-v. principial value a nebo znaceni:
b

][f(x) dz.

a
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4.10.8 Necht R(z) je raciondalni funkce, kterd ma pdly ay, as, . .., a, v horni poloroviné
a poly by, by, ..., b, na redlné ose (a jiné pdly pro Sz = 0 nemad). Dokazte, ze
splituje-li funkce R(z) podminku R(z) = O(1/z) pro z — oo, pak plati vzorec

0
V.p. J R(z)e" do = 27riZ res R(z)e” + i Z res R(z)e”.
e k=1 jm1 Z b

Poznamka: Vysledek této tlohy lze vyuzit i k vipoc¢tu konvergentnich integralt.
Napr. :

o0 o
sinx e’
dr =S |vp. | —dx
x x
—0Q0 —a0

4.10.9 Vypoctéte integraly:

a) v.p. Je dz [mi(a > 0), —7i(a < 0)]
T
—Q0
o0
(1 — cosax T
0
0
[ /sinx\" T 37 7]
C)J . dx, n=234; E,g,g
d i
7 . 7r<1—a+£—e_“>—
T —sinz 2
d —d :
)Jx3(x2+a2) v, Ra>0; 2a*

0 |
4.10.10 Necht R({,n) je raciondlni funkce a nechf funkce R(cos ¢, sin ¢) nemé pély na
realne ose. Dokazte, ze

( , z+1 2-1\ dz
JR(Cow,sm@ds&: JR( SRRNT )E'

|2[=1

4.10.11 Vypoctéte integraly:
jr dep )

o [t i

5+ 3cosp 2

—Tr

b) Jﬂ—dgp 2
13+ 12sing’ 5 |

—T
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2m

[ cos?yp 137 ]

Bl | —on
) | 35 12c0sp ¥ l45_

0

[ cost ¢ 5 |
d ———doyp, 2 — -
)J 1 +sin® [ﬂ(\r 4)_

0
e) ,J cotg (¢ —ia) , a>0; [7i]

< . N N—2a>0 N-1
sin x oW V(N —2a)
f ( ) do=m Z (=1) al(N — a)l2h-1-
—©

a=0
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5 Specialni funkce

Nedeélejte si starosti ohledné vasich potizZi v matematice.
Mizu vds upistit, Ze ty moje jsou stale vétsi.

Albert Einstein

V této kapitolce predkladdme zakladni definice a vztahy pro tzv. specialni funkce
matematické fyziky. V dnesni dobé ustupuji specialni funkce pred numerickymi fese-
nimi danych problémi fyziky, ale presto stale predstavuje nedilnou soucast intelek-

tualni vybavy kazdého teoretického fyzika.

5.1 Gamma funkce

Gamma funkce I'(x) je prodlouzeni faktoridlu na realnou osu. ProdlouZeni je udélano
tak, aby InI'(z) byla konvexni funkce. Témito dvéma pozadavky je gamma funkce

plné definovana a urcena néasledujicim integralem:

[(x) = | t" te'dt.

S—3

vlastnosti:

Mx)l'(1 —2x) = .
()T 2 sin mx
Eulerova Beta funkce je dana vztahem
()T (y)
B —
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5.1.1 Dokazte vztah (5.1) pouzitim integrace per partes.

5.1.2 Vyjadiete nésledujici integraly pomoci gamma funkce:

0

o [#renar ()
b) ji%—w? . 56
o [[m(H)] e o 1)

5.1.3 Vypoctéte povrch n-rozmérné koule o poloméru r.

Sn _ 2r % Tn_I]
l r(s)
5.1.4 Odhadnéte, pro jakou dimenzi mé jednotkova koule nejvétsi povrch (v dané
mife).
[n ~ 7.257]

5.1.5 Vypoctéte objem n-rozmérné koule o poloméru 7.

_ W% n
{Vn =iz’ ]
5.1.6 Odhadnéte, pro jakou dimenzi méa jednotkova koule nejvétsi objem (v dané
mife).

[n ~ 5.257]

5.2 Legendreovy polynomy F(x)
Diferencialni rovnice:
(1—2)? P} (x) — 20P)(x) + L(£ + 1) Py(x) = 0,

nebo
d

o l(l —z°) %Pg(l‘)] + 0L+ 1)Py(x) =0.

Generujici funkce:

1
V1—2zt + 12’

prolt| <1, |z] < 1.

i Pg(l‘)te =
=0



5.3. PRIDRUZENE LEGENDREOVY POLYNOMY PM(X) 61

Ortonormalita:

2
Pg(l’)Pgl(CC)dl' = 2l+15g3/,

i Py(z)Py(2')(20 4+ 1) = 20(x —a1).

Vyjadieni Py(z):

LA Cyree-w) L,
— xXr
|

Rekurentni vztahy:

(Ppy— 20+ 1)xP+ (L +1)Pyy = 0;

Pg = ZL‘Pg_l-F e_ Pél;
P, — (P, = P, y;
P+ ((+1)P, = Pjy;
d

E[PZ+1_PZ—1] = 20+ 1)F.

5.3 PridruZené Legendreovy polynomy P,"(x)
Diferencialni rovnice:

(1 — xQ) P (z)" = 2zP]"(z) + <€(€ +1) — N Tx2> P"(x)=0.

Generujici funkce:

o\ P(a)my
Z 2 el [1—2y(x+zﬂ) +y2]

m)!

—1/2

Ortogonalita:
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Z (20 + 1)%37”(36)&’”(26') =20(x—2'), (lz],]2'| <1).
= !

Vyjadieni P (z)*:
d m
Pra) = (1—23)"? (=) Pfa).
P = (- (5) Reo)

‘ ( ‘
P (z) = ( Z:L m/zf :E+Vx2—lcos<p> cosmpdep .
0

Rekurentni vztahy:

2mx -
Pt = 2R = = 1) - (0 )P

V1I—22P* ) = (1-2%) P () + maP"(z);
eP" = P —((+1—-m)V1—22P" !
P P = (20+1)P" W1 — 22,

5.4 Besselovy funkce J,(z)

Diferencialni rovnice:
2 J(x) + ) (z) + (2> — n?) Ju(z) = 0.

Generujici funkce (pro n € N):

Ortogonalita:

J wJy(az) gy (bx) do = % [Jir(ac)] 6oy -

m

*Néktefi autori definuji P;"*(z) s dodateénym faktorem (—1)™.
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Vyjadieni J,(z):

2 (—1)F T\ 2k LoaN2 [ g w2
J”(x):,;)k!(mn)! (5) :271(5) jgt el

In(z) = lJ cos (nf — xsinf) db.

Rekurentni vztahy:

Jn_1(x) + Jpp1(z) = 2?an(x) :

DN | —

(@) = Juia (@) =

X

J(@) = Jns (@) = = () =

5.5 Sférické Besselovy funkce j, ()

(zje)" + (x — f@: 1)) je=0.

Diferencialni rovnice:

Generujici funkce:

S Ly (Ve 2nt)

Ortogonalita:

Jijg(am)jg(bx) dr = ;—a(S(a —b).

0
. . ™
f jf(x)jf’(x) dr = 20+ 1(5%/ .

Vyjadieni j,(z):

1
¢

. T irs
]g(l‘) = W Je (]_ — 82)8 ds

-1

sinx

i

)

B 2000, ] 1 2 1
T ey’ < T 1 3)/2) (3) AT 32)C+52)

(

T
2

(Jn1(2) = Jnsa () -

)4_
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Rekurentni vztah:

. ¢ s 2+1. .
Jev1 = —Je — Jo = Je — Je—1 -
T T
Priklady:

) sin x
) = :

Jo(z) .

( ) sinx cosz
r) = — :

J1 ,Ig X )

( ) 3sinz 3cosx sinzx
) = — — .

J2 3 2 T

5.6 Hermitovy polynomy H,(x)
Diferencialni rovnice:

H)(z) — 2zH, (z) + 2nH,(z) =0,
nebo

d? -~
g7 (Hn()e™

Generujici funkce:

oy n!
Ortogonalita:
o0
fHn(x)[-]m(x)e_:”2 dr = 2°n!/T6m ,
0
[ Hole)Haly)
n\T )y T
—00 )
Obecnéji:
o0
J H,(v)H,(y)s" 1 —s* (2? + y?) + 2sxy
(2mn!) V1 2P 1—s?

).
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Vyjadieni H,(x):
Hy(=z) = (=1)"Hn(z);

Hie) = (-1 (di)

n/2 2k
2
H,(z) = ”/inz (:(:/)2 ok pronsude,
(2I)2k+1

H,(z) = (—1)%171! (—1) — , pronliche,
S

Rekurentni vztahy:

d"H,(x)  2"n! .
dzm = (n m) H, 1( )
cH,(x) = ;Hn+1<x) +nH,_1(z),

H,(x) = |2z-— ) n1(x).
Priklady:
Ho(z) =1, Hy(z) =27, Hy(x)=42*-2.
5.7 Laguerrovy polynomy L, (z)

Diferencialni rovnice:
xL!(z)+ (1 —2)L) () + nL,(x) =0,

Generujici funkce!:

0 1
. no_ i
E Ln(x)z T—°

3
o

Ortogonalita:

Vyjadieni L, (z):
e’ d " n . —x
L = 5 () @)

—1)" 2 2 —1)2
- &Y <x —%x 1—&-%1’”2—...—%(—1)"7&).

tNe&ktefi autoti definuji generujici funkci s faktorem % v sumé.
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Rekurentni vztahy:
(1+2n—ax)L, —nL, 1 —(n+ 1)L,y = 0,
zL) (z) = nLy(x)—nL, 1(x).

Priklady:
LO ($) = 1 )
Ll (.CE) = 1- Z,
1

Ly(z) = 2 (2* — 4z +2) .

5.8 Pridruzené Laguerrovy polynomy L*(z)

Diferencialni rovnice:
e L (2) + (k+1—2)L¥ (z) + nLF(z) = 0.

Generujici funkcet:

1 Tz
k e
Z Lo (1— ks
ii fl 1 eXp(u—xz)
=2 1 -z 1—2
Ortogonalita:
0
k)l
[sb@ear- 220,
n!
0
Vyijadieni LE(z):
d
Lk _ . n+k —z
{(a) (d) ,
d
= (a Ln+k

Rekurentni vztahy:
Ly_y(x) + Ly () = Ly(x)

Priklady:
Ly(w) = 1,
L¥z) = 1—xz+k,

Iha) — 21, ( — 20k + 20z + (k+ 1)(k+2) .

+ v vz Ve .7 . ~
*Neékteri autori definuji generujici funkci s faktorem % v sume.
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5.9 Chebyshevovy polynomy T),(x)

Diferencidlni rovnice:

d2

(1—2%) @Tn(x) — xiTn(x) +n*T, () = 0.

dx

Generujici funkce:

Vlastnost symetrie:
Ortogonalita:

T m=mn=2_0

1
T, T, 1
f m ()T, (x) do — { 25mn m,n # 0

To(z) = cos(ncos™'z) ;

To(z) = %[@aﬂ)ﬂ@qﬂ)"].

Rekurentni vztahy:

Tor — 22Ty + Tyt = 0,
(1 — x2) T —nzT, +nT, 1 = 0.

Priklady:
TO (I’) =1 )
Tl (.ﬁL’) T,
Tr(x) 227 — 1,
T3(z) = 42° —3x
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6 Matematické nastroje teoretickée
fyziky

Matematika je hra hrand podle jistych jednoduchych pravidel s nesmysingmi znaky
na papire.

David Hilbert

V této kapitole se zaméfime na nékteré z méné znamych matematickych metod
pouzivanych v teoretické fyzice. Ackoliv nejsou bézné soucasti sylabii magisterského
studia, autori jsou presvédceni, ze ¢im dfiv je uc¢inén ,prvni kontakt“ s nékterymi s
téchto metod, tim lépe. Konkrétné jsme vybrali tzv. Youngovy tabulky a ,operato-
rovy kalkulus“. Tyto dva nastroje predstavuji pouze pomyslnou $picku ledovce z velmi
bohaté a stale rostouci sbirky ,trikt“, jez se tak ¢i onak staly soucasti standardni
vyzbroje teoretického fyzika. Jejich vybér vsak nepodléhal Zzadnému tvrdsimu selekc-
nimu kritériu nez je vlastni preference autor, tudiz je nelze brat za ,reprezentativni
vzorek”.

Ackoliv jsou obé témata z hlediska teoretické fyziky velmi uzitecna, jejich prava
hodnota v kontextu této sbirky spise lezi v jejich ,hravosti“. To se projevuje na
stylu této kapitoly dvojim zptisobem. Za prvé, jelikoz se zde zabyvame nestandardni
tématikou, je tato kapitola trosku vice deskriptivni, nez tomu bylo doposud. Jelikoz
ma text slouzit k prvnimu seznameni, matematicky rigor neni adresovan do takové
miry, jak je obvyklé a spiSe se pozornost upina k rychlému proniknuti k podstaté
dané problematiky. Tudiz nejedna se piimo o ucebni text, ale ani o ,pouhou® sbirku
prikladi.

Ve cvicenich samotnych se odrazi druhy rozdil, ktery trosku separuje tuto ka-
pitolu od zbytku sbirky. Mnoha ze cvi¢eni maji povahu posloupnosti krokt, jez do
hloubky prozkoumaéavaji urcitou vlastnost dané metody, ¢i pohlizeji na urcity pro-
blém z jiné perspektivy, nez je ta ve vlastnim textu. Navic mnohé ze cvic¢eni souvisi
jedno s druhym a trik, pouzity k feseni jednoho, muze v jiné podobé velmi urychlit
feseni druhého. Mnohé z klicovych faktii o dané problematice jsou zahrnuty jako sou-
¢ast cviceni a predpoklada se, ze ¢tenar si nemalou ¢ast poznatki takiikajic odvodi
sam. Jinymi slovy tato kapitola klade ponekud vyssi naroky nejen na miru ¢tendfovy
spoluprace, ale také na jeho samostatnost a tvirci iniciativu.

69
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Divodem k tomuto ptistupu je hluboké presvédceni autori, ze jediny zptsob jak
dosahnou skutec¢ného porozuméni matematiky, je nejen investice casu a trpélivosti,
ale 1 kreativity. Jinak FeCeno, student/¢tenadf si musi s témito nastroji dostate¢né
,vyhrat®, nez jim plné porozumi, pti kterémzto procesu vsak miize dojit i k inovacim.
A to, zda se, je skuteéné praxe védy.

6.1 Youngovy tabulky

Youngovy tabulky jsou velmi dimyslnou, semi-grafickou metodou, jak klasifikovat
ireducibilni reprezentace grupy permutaci Sy a grupy specialnich unitarnich repre-
zentaci SU(N), jez jsou obé velmi diilezité a ¢asto pouzivané grupy v teoretické fyzice,
zejména ve fyzice elementarnich ¢astic. Jejich cena je predevsim v rychlé orientaci v ji-
nak znacné neptrehledné problematice. Na ireducibilni reprezentace Lieovych grup se
totiz standardné nahlizi aparatem kanonické Cartanovy reprezentace a algebrou zve-
dacich a snizovacich operatori. Tato reprezentace je samoziejmé neocenitelna, pokud
je treba naptriklad vybudovat systém vlastnich stavii v kvantové mechanice apod.
Nicméné pokud se naptiklad nékdo chce jen rychle zorientovat v poctu a dimenzich
ireducibilnich reprezentaci, nebo spocitat multiplicitu ¢asticovych stavi v té ¢i oné
inkarnaci kvarkového modelu, pak jsou Youngovy tabulky neocenitelnym pomocni-
kem.

6.1.1 Standardni forma Youngovych tabulek

Ozna¢me spinovou ¢ast vlnové funkce elektronu symbolicky jako |[1) a || ), reprezen-
tujici stav se spinem nahoru a dold. Nyni predpokladejme, ze mame dva elektrony
nachéazejici se na stejném orbitalu urc¢itého atomu a chceme popsat spinovou c¢ast
jejich vinové funkce. Z Pauliho vylucovaciho principu vime, Ze takovyto systém dvou
elektronii se muze nachazet v jednom ze ¢ty stavi (které jsou bud symetrické nebo
antisymetrické vi¢i zaméné ¢astic):

1
V2
1
V2

Na prvnim tadku se nachazi stavy, které jsou symetrické vici zaméné elektront
(1 & 2), tvotici tzv. triplet. P¥islusna orbitélni ¢ast vinové funkce je tudiz nutné
antisymetricka v souladu s Pauliho vyluc¢ovacim principem. Na druhém radku se na-
chazi jedind mozna kombinace, ktera je antisymetricka vici zaméné elektroni a rika
se ji singlet. Prislusna orbitalni ¢ast vlnové funkce je tudiz symetricka. Fyzikalné lze
stavy tripletu a singletu rozliSit mezi sebou, nebot maji jiny celkovy spin; triplet
reprezentuje stavy s spinem 1 a signlet stav se spinem 0.

M =Dz 1) == Dt (D1 [D2), [ =[Di b2, (6.1)

11 = —= (D1 2= 1 [12) - (6.2)
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Podobny seznam stavt bychom mohli napsat i pro tfi elektrony. V tomto pripadé
bychom dostali dva dublety s celkovym spinem = a jeden kvadruplet s celkovym spi-
nem 5. Pro ¢tyfi elektrony mame dva singlety se spinem 0, tfi triplety s celkovym
splnem 1 a pentaplet o spinu 2.* V principu lze klasifikovat spinové stavy libovol-
ného poctu elektronil vyse naznacenym zplisobem, totiz rozepsanim vsech moznych
kombinaci dil¢ich stavii a rozfadénim je do skupin podle toho, jak se transformuji
vici zameéneé elektronti. Je vSak ziejmé, ze takovyto postup je velmi pracny a casové
narocny. Nastésti existuje velmi elegantni metoda, jak tyto stavy klasifikovat sys-
tematicky a bez velké namahy. Tato metoda nese nazev Youngovy (¢ti ,Jangovy“)
tabulky.

Youngovy tabulky byly specialné vynalezeny pro klasifikaci ireducibilnich repre-
zentaci grupy permutaci, ale lze je stejné dobie pouzit i pro grupu SU(n), tudiz maji
siroké uplatnéni i v ¢asticové fyzice. Vratime-li se zpatky k problému klasifikace spi-
novych stavi systému elektronti, lze Youngovy tabulky zavést velice ptirozené, i kdyz
pouzivané znaceni miize napoprvé pusobit nezvyklym dojmem.

Spinovy stav jednoho elektronu oznacme jako ¢tverec, ve kterém je vepsana bud
jednicka nebo dvojka, v zavislosti na tom, zda se jedna o stav se spinem nahoru nebo

dolti:
1) =[1], 1) =[2]. (6.3)

Cheme-li klasifikovat spinové stavy s dvéma elektrony, je zapotfebi nakreslit ctverce
dva a to bud vedle sebe nebo nad sebou. Pravidlo pfitom je, Ze ¢tverce vedle sebe
odpovidaji symetrickému stavu, kdezto nad sebou antisymetrickému:!

[T[1]= It D2 Ei(ml Dot D1 1D2), [2]2]= [0 L2, (64)
= [(ml Lo 11 [132). (6.5)

1
pouze znaménkem, coz ale fyzikalné predstavuje stejny stav. Rovnéz si povSimnéme,

ze Youngovy tabulky =+ a 51 jsou nulové stavy.

7 téchto pozorovani vyplyva, ze nema cenu uvazovat Youngovy tabulky se vSemi
moznymi ¢iselnymi kombinacemi, ale Ze fyzikalné (a i co se tyce reprezentaci v teorii
grup) jsou relevantni pouze nékteré z nich. Z tohoto divodu se zavadi konvence,
ze Cisla objevujici se v Youngovych tabulkach a i tabulky samotné musi mit tzv.
standardni formu. Tato standardni forma je z definovana tak, Ze v kazdém tadku

Je zfejmé, ze Youngova tabulka je totozna s [1]2] a podobné se lisi od
! & 1!

*Jak prijit na tyto ,tenzorové“ rozklady si ukdzeme v podsekci 6.1.3.

tJak lze vidét, za Youngovy tabulky pokladame normalizované stavy. V literatufe to neni obvyklé
a lze se Castéji setkat s pripady, kdy normalizac¢ni faktory na pravé strané téchto vztaht chybi. Z
fyzikalniho hlediska je ale vyhodnéjsi pracovat s normalizovanymi stavy a proto se budeme nadale
drzet této konvence.
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Youngovy tabulky ¢isla zleva doprava nikdy neklesaji (tedy muzou byt pfinejmensim
stejné, ale nikdy mensi), kdezto v kazdém sloupci musi vzdy odshora dolt rust. Takze
napiiklad v nasledujicim je levd Youngova tabulka standardni, kdezto prava nikoliv:

1/1]1]2] 1/1]2]1]

Youngova tabulka ve standardni formé navic jesté spliuje dalsi podminku, ktera se
tyka umisténi ¢tverct v tabulce. Tato podminka tika, ze pocet ¢tverct v fadku nesmi
nikdy stoupat smérem odshora dolii a navic, ze vSechny ¢tverce se kladou co nejvic
nalevo v daném tadku. Na prikladé dole vidime, ze prvni Youngova tabulka je ve
standardni formé, kdezto ostatni nikoliv.

1/1]1]2] 1]1]1]2] 2
2 2 1/1]1]2]

6.1.1 Najdéte vsechny ocislované standardni Youngovy tabulky o tfech c¢tvercich
a k nim pfifadte odpovidajici spinové stavy tii elektroni.

Reseni:

= D12 D3, = %(ml 112 [Ds+ (11 [1D2 [Ta+ |11 112 [1)s),

[11272] = Z5(1Dn 2 D D1 112 Dok 11 [ [159). = D1 D2 1Ds,
3= 502 e 101102 D). 2= 2= (D1 1D 1Da= 101 12 1D9).

6.1.2 Naleznéte vSechny ocislované standardni Youngovy tabulky o ¢tyfech ¢tvercich
pro grupu SU(3). (Napovéda: V tomto ptipadé budou ¢isla ve étvercich nabyvat
hodnot {1,2,3}.)
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Reseni:

(afafafa] [efefef2] [2]a]2][2] [1]2]2]2] [2[2][2]2] [1]1[1[3] [1][1][2]3]

[1[2[2[3] [2]2]2]3] [1[1[3[3] [1]2]3]3] [2[2[3[3] [1]3[3[3] [2[3[3]3]

1[1]1] 1]1]2] 1]2]2] 1]1]3] 1]2]3] 1[3]3] 11]1]
2] 2] 12] 2] 2] 2] 3]
1[1]2] 1]2]2] 2[2]2] 1]1]3] 1]2]3] 2[2]3] 1]3[3]
3] 3] 3] 3] 3] 3] 3]
2[3]3]
1 2 2[2 1]1 1[1 1]2

2[2 2[3 33 2[3 3[3 3[3

1]1] 1[2] 1]3]

12] 12 12

3] 3] 3]

6.1.2 Dimenze ireducibilni reprezentace SU(N)

Pokud nechame ¢isla v Youngovych tabulkach nabyvat hodnot od 1 po N, potom ka-
zd4a standardni Youngova tabulka predstavuje urcitou ireducibilni reprezentaci grupy
SU(N).} V pifkladu 6.1.2 jsme naptiklad vypsali vSechny ¢ty¥-casticové stavy grupy
SU(3). Vidime, ze zde existuji ¢tyfi typy ireducibilnich reprezentaci, jenz lze charak-
terizovat pomoci Youngovych tabulek:

11 HY

Zde se prazdnou Youngovou tabulkou mysli mnozina vsech moznych ocislovani, jez
splnuji podminky kladené na standardni formu. Napiiklad drzime-li se pripadu grupy
SU(3), Youngova tabulka [ | pfedstavuje mnozinu t¥i prvka [ |= {[1],[2],[3]} a tedy
zahrnuje fundamentalni reprezentaci grupy SU(3). Podobné, jak si lze snadno ovéfit,
tabulku [ | |lze ocislovat dle pravidel o standardni formé Youngovych tabulek Sesti

zpusoby, zatimco tabulku B pouze tfemi. Obecné pocet vSsech moznych ocislovani

'V predchozi sekci jsme se, striktné feceno, zabyvali ireducibilnimi reprezentacemi grupy permu-
taci dvou prvki S;. Lze vSak ukdzat, Ze stejné reprezentace mé i grupa SU(2). Nésledujici metody
jsou prirozenym rozsifenim pro N prvki, tedy jak pro grupu permutaci Sy tak i pro grupu N-
rozmérnych unitarnich matic (s jednotkovym determinantem) SU(N).
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Youngovy tabulky se nazyva jeji dimenze. Podivame-li se na feseni k tloze 6.1.2, tak
lze konstatovat:

dim ([T [ 1) =15, dim(

) -5, () . dim( )3

Dimenze Youngovy tabulky predstavuje mnozstvi ¢asticovych stavi v daném mul-
tipletu. Bylo by tedy uzitecné mit po ruce néjaké pravidlo, jak dimenzi libovolné
Youngovy tabulky vypocitat, aniz by se musely ru¢né hledat vSechny mozné zptsoby
oc¢islovani, kterazto procedura je i pro mala N casové velmi naroc¢na.

6.1.3

6.1.4

Na zakladé uvahy odvodte, ze pro grupu SU () plati
N N +2
dim(gjjj)=< 4*3) dim< | >:3< N >

()20 ()=

a porovnejte vysledky pro N = 3 s predchozim odstavcem. (Napovéda: Dimenze
Youngovy tabulky je obecné polynom v N, jehoz fad je stejny jako pocet ¢tverci
v tabulce. Je zfejmé, Ze pro N = 0 neexistuje zadné ocislovani a tudiz hledany poly-
nom nemd zadny konstantni ¢len. K urceni koeficientdi stojicich u mocnin, naptiklad
N, N?2, N3 apod., stadi ru¢né vypodéitat dimenzi pro N = 1, N = 2 atd. a vysledky
pouzit k nalezeni téchto koeficienti. Naroc¢nost této ,brute force* metody prirozené
roste s po¢tem Ctverecku v tabulce.)

Odvodte dimenzi Youngovy tabulky o jediném fadku s g ¢tverci a tabulky o jediném
sloupci s p ¢tverci a vysledek odiivodnéte na zakladé symetrie.

N+q—1> (N)
D, — : D, — .
! ( q P \p

Vysledky odpovidaji po¢tu kombinaci N prvkid do ¢ resp. p prihradek s opakovanim,
resp. bez opakovani prvkt. Rovnéz odpovidaji diskrétni varianté Bosé-Einsteinovy
resp. Diracovy-Fermiho statistiky pro pocet moznych obsazeni N degenerovanych
hladin ¢ bosony resp. p fermiony.

Reseni:

Vsimnéme si, Ze z hlediska grupy SU(3) maji nasledujici Youngovi tabulky stejnou
dimenzi

dim( | ):dim( | ).

Divod je ten, ze kdykoliv je v tabulce sloupec o tiech ¢tvercich, pak existuje pouze

TS vr ) PR T I . . . p
jediné jeho ocislovani a to 2] a tudiz pfi vypoctu dimenze je mozné takové sloupce
3
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zcela ignorovat. Samoziejmé fyzikalné tyto tabulky predstavuji odlisnou situaci, ne-
bot jedna popisuje deviti ¢asticovy multiplet, zatimco ta druhd pouze Sesti ¢asticovy.
Dochézime ale k zavéru, ze pro grupu SU(3), co se vypoctu dimenze tyce, nemusime
uvazovat zadnou Youngovu tabulku s vice nez dvéma radky. Je tedy mozné popsat
vSechny Youngovy tabulky pomoci dvou ¢isel y = (y1,y2), kde y; znaci pocet ctvercl
v prvnim fadku, zatimco yo znaci pocet ¢tverct v druhém fadku. V souladu s pravi-
dly o standardni formé Youngovych tabulek vSsak musi platit y; > ys. Podobné pro
grupu SU(N) lze tabulky charakterizovat N — 1 ¢isly, usporadanymi od nejvétsiho
po nejmensi y = (y1,...,yn_1). V dalsim budeme symbolem Dyy rozumét dimenzi
tabulky y vzhledem ke grupé SU(N).

6.1.5 Odvodte Dy (y,1). (Napovéda: Pokuste se sestavit rekurentni formuli zahrnujici ¢leny
Dy(y — 1) a vyslednou sumu sectéte.)

[Dxw.1) = (V7]

6.1.6 Odvodte Dy(2,1,...,1).
——

y—1 times

_ . (N+1
Dn(2,1,..., 1) =y()
y—1 times

Vypocet dimenze libovolné Youngovy tabulky lze provést kupodivu velmi snadno
pomoci néasledujiciho algoritmu. Jesté pred tim, neZ se s nim sezndmime, si zavedme
jeden novy pojem. Na ocislovanych tabulkach zavedeme zobrazeni do realnych dcisel,
které z nedostatku lepsiho vyrazu nazveme determinantem. Determinant ocislované
Youngovy tabulky je dan jako soucin vsech hodnot jeho ¢tvercti. Napriklad:

1/2]3]4] ylz|u]
det{|1/2]3 =720, det Y|z = 2%y 2w .
5

Dimenzi Youngovy tabulky lze spocitat jako podil determinanti dvou vhodnych
ocislovani. V citateli do kazdého ¢tverce vepiSseme N a k tomu pficteme soutadnici
daného ctverce, pricemz kazdy krok doprava od startovniho ¢tverce umisténém v le-
vém hornim rohu, se bere jako +1 a kazdy krok dold jako —1. Naptiklad ocislovani
Youngovy tabulky (4, 3, 1) vzhledem ke grupam SU (4) a SU(6) vypadaji nasledovné:®

\@aeee

415]6]7]
415 a

718]9]
6|7

‘%CﬂOA

3
2]

$Determinant Youngovy tabulky s N &tverci s timto o¢islovanim lze chapat jako rozsifeni pojmu

1
Siroce pouzivany tzv. Pochammeriv symbol nebo také rostouci faktoridl. Determinant Youngovych
tabulek tedy zahrnuje obé tyto diilezité operace jako specidlni pripady.

faktorial, nebot napiiklad det (E) = 3! apod. Navic napiiklad det (B2[1) = 3 x 4 x 5 = 33 coz je
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Ocislovani ve jmenovateli provedeme tak, ze do kazdého ctverce zaneseme pocet
¢tverct nachéazejici se napravo a pod danym c¢tvercem plus jedna. Toto ocislovani
nezavisi na zvolené grupé a je pro danou tabulku jedinecné:

413]1]
2]1

‘»—l»b@

Dimenze Youngovy tabulky (4, 3,1) vzhledem ke grupam SU(4) a SU(6) je tudiz

415]6]7]
det([3]4]5
2 100800
Dy(4,3,1) = = = =175,
«(4,3,1) 6[4/3]1] 576
det([4]2]1
1
617[8]9]
det{|5]6|7
1 2540160
Dg(4,3,1) = =3 = = 4410.
6(4,3,1) 6[4/3]1] 576
det||4(2]1
1

A jak se lze snadno pfesvédéit, vzhledem ke grupé SU(N) dostavame vysledek

(N —2)(N = 1)N?}(N + 1)3(N + 2)(N + 3)

6.1.7 Vypoditejte Dy (3,2,1), Dn(4,2,2) a Dy
Dn(3,2,1) = (N-2)
Dn(4,2,2) (N )

(3,3,3).

(N —1)N2(N + 1)(N + 2)/45

(N —1)2N2(N 4+ 1)(N + 2)(N + 3)/720
2)(N — 1)2N3(N + 1)}(N + 2)/4320

6.1.8 Odvodte Dy (y1,y2).
+1 (N+y1—1\ (N+y2—2
| Dl ) = Bt (V) (V)|
6.1.9 Takzvanou konjugovanou tabulkou k dané Youngové tabulce rozumime tabulku, jez
ma sloupce prehozeny s fadky (ale tak aby vysledkem byla tabulka ve standardni

formé). Naptiklad konjugovana tabulka k [T7 je H ak @j je Hjj Oznac¢me si kon-

jugovanou tabulku k tabulce (yi,...,yn) jako (y1,...,yn)*. Tudiz (2)* = (1,1)
a (2,1,1)* = (3,1). Experimentujte s s timto pojmem a naleznéte relaci, davajici do
souvislosti dimenze konjugovanych tabulek.

| Dr ()" = Dy ()

(N+9)S(N—q) VqGZ]
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6.1.10 Ovéite, Ze soucet dimenzi vSech Youngovych tabulek (jak ve standardni formé, tak
v nestandardni formé) o poétu étverct rovnym 1,2 a 3 je roven N, N2 a N3. Argu-
mentujte, pro¢ soucet dimenzi viech Youngovych tabulek fadu k je N*.

Reseni: N* je pocet vech moznych oéislovani k ¢tverctt N &isly, coz musi odpovidat
souctu vSech moznych symetrizaci téchto ocislovani.

6.1.3 Rozklad tenzorovych reprezentaci

Jednou z mnoha aplikaci Youngovych tabulek je jejich snadné vyuziti k rozlozeni
tenzorovych reprezentaci do ireducibilni ¢asti. , Tenzorem“ zde chapeme libovolny
produkt fundamentalnich (¢i anti-fundamentalnich) reprezentaci.

Fundamentélni reprezentaci grupy SU(N) myslime vektor s N prvky q,, kde
a € {1,...,N}. Transformace tohoto vektoru vici SU(N) charakterizuje N x N
matice U a ve slozkich je ddna jako g, = U, "q,.Y Vektor fundamentalni reprezentace
miuzeme chapat i jako Youngovu tabulku (1. Podobné anti-fundamentalni reprezentaci
je vektor g%, jez se transformuje jako g% = U ";q‘l, kde oznacuje komplexni sdru-
zeni. Youngova tabulka pro anti-fundamentalni reprezentaci je jediny sloupec o N —1
¢tvercich (napfiklad vzhledem ke grupé SU(3) to je H).

Nejjednodussim netrividlnim tenzorem vzhledem k SU(N) je matice s N x N
prvky Ty, kde a, b € {1,..., N}. Transformace tohoto tenzoru je ddna T,y = U, U, Ty
Jelikoz se jedna o tenzor s obéma indexy dole, mizeme jej také vnimat jako sou-
¢in dvou fundamentélnich vektoru (alespon co se transformacnich vlastnosti tyce)
Twy ~ quqy, nebo-li T' ~ O®DO. Problém, ke kterému sméfujeme, je ten, ze T' pred-
stavuje reducibilni reprezentaci SU(N). To znamena, ze T lze rozlozit do nékolika
(ireducibilnich) ¢asti, které se transformuji nezavisle na ostatnich.

[ustrujme si tento fakt pro SU(2). Matice transformace U ma tvar

U:(g j) a,BeC, |of+[B°=1.

A transformace slozek T}, jsou dany
Ty — Ty — af (T12 + T21) + 3°Ths
Tyy — °Tay + afB(Tia + To1) + &*Ts
Tiy — BT + |af* Tha — B> Tor — aBTs
Ty — afTh + |af* Toy — |8]° Tio — @fTos .

Reducibilita téchto transformaci vézi ve faktu, ze tyto vztahy lze prepsat i do nasle-
dujici podoby

Ty o 62 OéB 0 T
T 3 @’ af 0 T
T12 + Tgl - 20&5 —20_66 |Oé|2 - ‘ﬁ|2 0 Tlg + T21
T12 - T21 0 0 0 1 T12 — TQl

TPouzivame Einsteinovu sumaéni konvenci pro péar stejného horniho a dolniho indexu.
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z ¢ehoz je nyni ocividné, Ze antisymetricka ¢ast tenzoru 7" se transformuje trivialné. To
znamend, Ze antisymetricka ¢ast 1" predstavuje singlet vici SU(2), kdezto zbyvajici tii
komponenty, které se transformuji mezi sebou navzajem, triplet. Toto pozorovani je
mimochodem stejné jako to, které jsme ucinili na zacatku této podkapitoly, ze vinova
funkce dvou elektrontl pfirozené tvoii antisymetricky singlet a symetricky triplet.!
Odtud tedy dostavame rozklad:

Cel]-[TJe |

Vsimnéme si, Ze i dimenzionalné to sedi 2 x 2 = 3 + 1. Dosud jsme se omezili jen na
SU(2), ale neni tézké vidét, ze tento rozklad musi platit i pro SU(N), nebof dimenze
na obou stranach se rovnaji N x N = N(N +1)/2+ N(N —1)/2.

Nyni bychom radi provedli podobny rozklad pro komplikovanéjsi tenzory. Je ziejmé,
ze obecné je tenzor produktem svych ireducibilnich ¢asti, které zde reprezentujeme
Youngovymi tabulkami. Pi{kladem sloZit&jsiho tenzoru je H- ® H-. Jeho rozklad je

YIS e o ®

6.1.11 Ovéftte, ze dimenze na obou stranach se rovnaji.
N2(N2-1)2 _ N2?(N2—-1)(N+2)(N+3) T N(N2—-1)(N2—4)(N+3) i N(N2-1)(N2—-4)(N+3)
5 -

N2(N+1)2(N+2)(N—1) , 2N2(N%2-1)(N%2-4) , N? (N2—1)(N—27)2(N—3)
+ 15 + 80

+ 144
N2(N-1)2(N+1)(N-2)
+ 144

Jak se takovy rozklad provede? Pro obecny piipad rozkladu dvou Youngovych
tabulek existuje jednoduchy algoritmus:

e Napiste Youngovy tabulky vedle sebe a do kazdého radku jedné z nich vepiste
pismena a, b, ¢, . ... Napriklad:

alal

S

a
@b
€]

I Zde se oviem jednalo o grupu permutaci dvou prvkit Sy a ne S U(2). Avsak z hlediska rozkladu
reprezentaci lze na obé situace pohlizet stejné.
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e Presouvejte o¢islované ¢tverce [a]...[a],[b]...[b].[c]... atd. k neocislované ta-
bulce jednu po druhé tak, aby byla dodrzena néasledujici pravidla:

— Po kazdém pridani musi byt vyslednd Youngova tabulka ve standardni
formé.

— Ctverce se stejnym pismenem se nesmi objevit ve stejném sloupci.

— Pro kazdy ctverec musi platit, ze soucet vSech a-cek n,, které se nachazi
v pravém hornim kvadrantu od daného ¢tverce, nesmi byt mensi nez soucet
vSech b-cek ny, ktery nesmi byt mensi nez soucet c-Cek n., atd. n, = n, >
n. = .... Napriklad nasledujici konfigurace neni dovolena,

b

[a]
nebof pro horni levy Ctverec je jediny oznaceny ¢tverec v jeho hornim
pravém kvadrantu b-cko, coz je vic nez 0 a-cek.

e Pokud jsou dvé vysledné Youngovy tabulky ve stejném tvaru, ale lisi se v konfi-
guraci oznacenych ¢tverct, potom se obé tabulky chapou jako nezavislé prispévky.
Pokud je konfigurace stejna, potom se bere jen jedina z nich.

e Pokud je rozklad pocitan pro grupu SU(N), kazdy sloupec o N étvercich se
vymaze.

Tato pravidla jsou doplinkem k intuitivnimu chapani rozkladu produktu dvou Youn-
govych tabulek jako roznasobovani dvou zavorek. Ocislovanim jedné tabulky a drzeni
se nékolika selekénich kritérii slouzi jen k tomu, aby se nezapocitavaly urcité konfi-
gurace vickrat, nez je potieba. Tudiz rozklad produktu Bj@)Bj, ktery jsme uvedli
vyse, je proveden nasledovné

| [aled_ ([TTa | q]
e = @? ® 1.1 ®
_ ‘a‘a‘@ a‘@ CL@
= . L a ®@
T 1 a | La|
Ta] alal - a
=13 & ® 19 |a
b g b
d] .
o v o +tYe[ (a4l
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Posledni fadek koresponduje s vysledkem uvedenym vyse. V§imnéme si, ze dvé shodné

tabulky 74‘ | predstavuji nezavislé prispévky, nebot konfigurace o¢islovanych ¢tverct

je v obou piipadech rtizna. Podivejme se na tento rozklad v konkrétnim ptipadé grupy
SU(3). Jelikoz [ se rovna singletu a kazda tabulka obsahujici vice nez t¥i fadky je

nulova, rozklad se zjednodusuje na

SU(3) : ® - | ‘@Djj@ ® @ o1

JelikoZ kazdou Youngovu tabulku lze (téméi**) identifikovat pomoci jeji dimenze, lze
tento vysledek prepsat do kompaktnéjsi podoby:

S®8=27T01001008P8D1,

kde jsme oznacili

=10, - 10,

Jelikoz dimenze obou tabulek jsou stejné, museli jsme symbolem ~ vyznacit rozdil.
Tabulka napravo se nazyva konjugovand k tabulce nalevo, nebot kdyZ poloZzime jednu
na druhou, vysledna tabulka je SU(3) singlet.t

6.1.12 Naleznéte rozklady 2®2®2 a 2®2® 2® 2. (Tim si ovéfujeme platnost tvrzeni
uvedenych na zac¢atku této podkapitoly o stavovych multipletech soustavy tii a étyt
elektronti.)

2Q0202=40202
2Q02Q02Q02=5939393P11

6.1.13 Naleznéte rozklady 6 ® 8 a 10 ® 6 pro grupu SU(3).

6®85y;3) =240150603
10®65y;3) =42@15@3

6.1.14 Naleznéte rozklady 6@6 a 6Q6®6 pro grupu SU (6). Jak by stejné rozklady vypadaly
pro grupu SU(3)?

6®6556) =35@1

6®65U(3) =27T9831

60665y =56DT70D 70D 20

606653 =35035028027T027TD27D1001008B8D 1

**Napriiklad si pov§imnéme, Ze pro grupu SU(3) jsou dimenze Youngovych tabulek [TTT]a H:D
obé 15, i kdyz se nejedné o konjugované tabulky. Jinymi slovy ackoliv je znaceni tenzorovych rozklada
pomoci dimenzi standardni, nelze se na néj vzdy spolehnout. Ve vétsiné pripadt lze vsak poznat
o jakou tabulku se jedna z kontextu.

tfTato definice konjugace je vSak jina nez ta uvedena v pfikladu 6.1.9 a je tfeba vizdy rozliSovat,
ktery koncept konjugace mame na mysli.
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6.2 Zakladni operatorové identity

Operatory hraji dilezitou tlohu v mnoha odvétvich fyziky, zejména v kvantové me-
chanice a kvantové teorii pole. S tim, jak se moderni teoreticka fyzika ,matematizuje”,
se dostavaji stale vice do popfedi matematického aparatu fyziki. Existuje rozsahla
literatura zabyvajici se teorii linearnich operatort, jez zasahuje do mnoha odvétvi po-
krocilé matematiky, ta vSak spada zcela mimo rozsah této sbirky. Zajimame-li se vSak
pouze o konkrétni vypocty ¢i algebraické manipulace s operatory, neni ve vétsiné pri-
klad existuje mnoho ,operatorovych identit“, které jsou bézné pouzivany v ucebnich
textech moderni fyziky, jejichz odvozeni lze provést na nékolika fadcich.

Cilem této podkapitoly je prostfednictvim cviceni ptiblizit nékteré z téchto ope-
ratorovych identit ¢tenari.

6.2.1 Lieova derivace, Hadamardova formule

vvvvvv

oproti analogickym tkonim s ¢isly, ¢i funkcemi, je fakt, Ze operatory obecné ne-
komutuji. Veli¢inou, ktera tento fakt kvantifikuje, je tzv. komutdtor

[A,B] = AB — BA,

nebo-li bilinearni forma operatori A a B, ktera je sama o sobé operator. Napriklad
komutéator operatori A = 0, a B = z, kde prvni z nich pfedstavuje parcialni derivaci,
zatimco druhy pfedstavuje nasobeni funkei z, je [0,,x] = 1. To si lze ovéfit tak, ze
komutatorem zaptusobime na obecnou (a dostatetné hladkou) funkci f(z) a vyuzijeme
pravidel o derivovani:

[0z, 2] f(2) = Op(xf(2)) — 20p f(2) = Oulw) f(x) = 1- f(x).

Jelikoz vyraz zcela napravo lze chapat jako ptisobeni operatoru identity ,,1¢ na funkci
f(x), muzeme vyse uvedenou relaci abstrahovat jako rovnost dvou operatord, tedy
[0z, 2] = 1.

Nez chapat komutator jako zobrazeni pfifazujici dvojici operatori A a B operator
[A, B], je vétsinou vyhodnéjsi jej vnimat jako funkci jednoho operdtoru na druhy. Z
tohoto hlediska se v literatufe ustélilo nékolik standardnich oznaceni

Ls(B), A*B,, ad(A)B,

pficem? vSechna znamenaji totéz co [A, B]. Oznaceni pro komutator A*B a ad(A) B
se chépe jako pusobeni adjungovaného (¢i dudlniho) operatoru A*, nebo ad(A) na
operator B. Oproti tomu £,4 oznacuje tzv. Lieovu derivaci, vzhledem k A. V néasle-
dujicim budeme vyrazy L4 a [A, -] pouZivat jako synonyma a volné piechézet od
jednoho znaceni ke druhému, kdykoliv to bude vyhodné.
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Lieova derivace je pojem z diferencidlni geometrie. Pokud si za A a B predstavime
vektorova pole na varieté, pak L4(B) urCuje infinitezimalni zménu pole B podél
sméru ,toku* pole A (nebo-li ve sméru integracnich kiivek, jejichZ te¢ny popisuje A).
Slovicko ,derivace® je pfitom na misté. Lieova derivace respektuje vSechny vlastnosti
kladené na obycejné derivace.

6.2.1 Dokazte linearitu Lieovy derivace.

LA(B+C) = [AB+C|=[AB]+[A,C]=La(B)+ LA(C)
[ LA(bB) = [A,bB] =b[A,B] = bLA(B) ]

6.2.2 Dokazte platnost Leibnitzova pravidla derivovani souc¢inu pro Lieovu derivaci.

[LA(BC) — [A,BC] = [A, B]C + B[A,C] = L4(B)C + BLA(C) ]

Oproti obycejné derivaci Lieova derivace spliiuje navic jednu zajimavou identitu,
kterd plyne z dobfe znamé Jacobiho identity

LaLlp—LpLa Z,C[AyB]. (6.6)

6.2.3 Dokazte.
0= [4,[B.CI] + [C.[A, BI| + [B.[C.All = £4L5(C) = Lia,5)(C) = L5La(C)]

6.2.4 Jaka grupa linearnich transformaci mezi operatory A a B, vaéi niz se dvojice (g)
transformuje jako vektor, zanecha £ 4(B) beze zmény?

Vi obecné linedrni transformaci (4) — (¢5)(4) se [A4, B] transformuje jako

[A, B] — (ad — bc) [A, B]. Tudiz L4(B) je skalarem vuéi grupé specidlnich linearnich
transformaci SL(2,C), ¢li komplexnich matic 2 x 2 s jednotkovym determinantem.

vvvvvvvvvv

chovani exponencidly operatoru, feknéme A, ktera je definitoricky dana nekonec¢nou
sumou:

1
eAzl+A+§A2+...

Exponencidla operatoru méa pfirozené aplikace v diferencialni geometrii (tok vekto-
rového pole), v Lieovych grupéach (element grupy) a v neposledni fadé i v kvantové
mechanice, kde e"*~0)H je operator, ktery ,evoluje* stavy z po¢ateéniho okamziku ¢,
do ¢asu t v systému definovaném hamiltonidnem H. Vzhledem i k tomuto netiplnému
viétu neni piili§ prekvapivé, Ze e? zaujima privilegované postaveni v operatorovém
poctu. Uvedme si nyni nékolik piikladi, jak se chova exponencidla dobfe zndmych
operatort:

6.2.5 Cemu se rovnaji vyrazy: e*% gz, e’ g oP(#0y=Y0z) g o oP(30y—y0z)y? (Néwod: a) Roz-
vedte exponencidlu do Taylorovy fady, derivujte ¢len po ¢lenu a vysledek znovu
sectéte. Nebo pro naro¢né b) najdéte vlastni funkce vy danych operatori, tedy funkce
spliiujici podminku Awvy = Avy a pak vyjadiete funkci x prostfednictvim nékterych

z vy. Vyuzijte faktu, ze eduy = eAvA.)
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ey = 4 a

M0 err

e (20y—y0z) T Cosp — ysinp

e<p(x8y—yﬁz)y = ycosp + xsing

Z predchoziho cvi¢eni lze snadno uhodnout, Ze ,,akce operatort e, €% g e®% ¥
na obecné funkce odpovidaji po fadé transformacim translace, skalovani a rotace. Z
tohoto divodu se operatortim 0,, xd, a xd, — yo, fikd generdtory téchto transfor-
maci.? Pokud je ale tomu skutecné tak, pak to musi platit pro libovolnou funkei,
napiiklad pro translaci
% f(x) = f(z + o). (6.7)
Pravdivost tohoto tvrzeni, lze jednoduse demonstrovat pomoci Taylorova rozvoje.
Nicméné u slozitéjsich operatorti nemusi byt pravdivost analogického tvrzeni jiz tak
ocividna. Nastésti existuje velice jednoducha metoda, jak podobné identity dokazat.
Ta vychéazi z pozorovani, ze

o™ f(x)e " = fleze) = f(z +a),

kde vSechny vyrazy chapeme jako operatory. Prvni rovnitko je dano faktem, Ze napft.
e%r e % = e ge % e ye %, Jinymi slovy e f(x)e™% je podobnostni transformace
a pokud je f(x) dostate¢né hladkéa (tak aby existoval Tayloriv rozvoj kolem nuly),

e _ %) v kazdém ¢lenu rozvoje f(x).

pak je mozné pouzit identity e’ a"e™ (eame_
Druhé rovnitko lze ospravedlnit piimym Taylorovym rozvojem obou exponencial.
Je vSak nutné mit na paméti, ze jelikoz zde pracujeme s operatory, tak naptiklad
0.7 = 1+20,, apod. Nakonec pokud zaptisobime operatorem e’ f(z)e~% na jednicku,

pfi¢emz zfejmé e~ % -1 = 1, pak ihned plyne

e f(z) = f(z + ).

Podobny trik 1ze aplikovat pro vSechny operatory uvedené v predchozim cviceni. Jeho
platnost je vsak omezena pouze na operatory linearni v derivaci.

6.2.6 Dokazte
e9(@)0 o — -1 (G(a:) + a)e_o‘g(o) ,

kde G'(x) = g(z). (Navod: Pouzijte transformaci soutadnic g(x)d; = 0¢(z)-)

Nyni si tuto ,technologii“ exponencial rozsifime na piipad obecnych operatort.
Jinymi slovy budeme chtit nalézt rozklad vyrazu

eABe 4

pomoci komutatori. Existuji dvé cesty, jak toho dosdhnout. Nésledujici cviceni ilu-
struji tu ,,tézsi“ z nich.

H7 geometrického hlediska e*?* pfedstavuje transformaci soufadnic  — z + «; jinymi slovy jde
o tzv. pasivni transformaci. Tutéz operaci lze ale vnimat ,aktivné“ jako translaci objektt v prostoru.
V tomto pripadé se vsak jedna o translaci téchto objekti o —a podél osy x. Tyto rozdilné interpretace
akce e*% miizou ob&as zmast nezasvéceného ¢tenafe, nebof vétsinou neni explicitné feceno, v jakém
smyslu se dané transformace chapou.
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6.2.7 Prepiste nasledujici vyrazy pomoci Lieovy derivace: [AQ, B], [Ag, B] a [A4, B].

[A%2,B] = 2La(B)A+L%(B),
[A3, B| 3L4(B)A% +3L%(B)A + L3(B),
[A*, B| = 4ALA(B)A?+6L%(B)A% +4L%(B)A + L4 (B)

6.2.8 Na zdkladé predchoziho piikladu odvodte obecnou formuli pro [A", B]. (Navod: Podle
vysledkt predchoziho cviceni napiste obecny tvar pravé strany jako sumu pres ne-
zndmé koeficienty c,j a vhodné mocniny Lieovych derivaci a operdtoru A. Potom
odvodte rekurentni formuli pro ¢, ) na zékladé analyzy, jak se koeficienty zméni,
pokud piejdeme na n + 1 pfipad. Ziskanou rekurenci vyfeste.)

[[A”,B] _ ¥ (Z)EZ(B)A”"“]
k=1

I

6.2.9 Jak se zméni vysledek pfedchézejiciho cviceni, budeme-li fadit mocniny A”~* nalevo
od £* (B) misto napravo?

[[A”, B] = é(—nkﬂ (DAL (B) = (47— (A~ EA)”>B]

Q0 n
6.2.10 Cemu se rovna [eA, B|? (Napovéda: Mozna se bude hodit sumaéni identita Y, 3 % (3) =
v w1 A c e A
1 — A _
£ 5w .1 (1))
7 vysledku cviceni 6.2.10 Ize jiz snadno dovodit, ze
1
e?Be ™ = ef4(B) = B+ [A,B] + a0 [A[A, B]] + ... (6.8)

zme si nyni druhy ¢ vice rozsifenéjsi dukaz této identity, jez zahrnuj
Ukazme s druhy, ,leh¢i a vice rozsitenéjsi dikaz této identity, jez zah e
ri ery s vvhodou uplatnime jesté nékolikrat. Ten spociva v zavedeni funkce jedné
trik, kt hod lat t kolikrat. T deni funk d
proménné, feknéme t, ktera nabyva hodnot v prostoru operatort

F(t) = e Be 4.
Derivaci této funkce podle ¢ obdrzime
F'(t) = [A,Ble ™ = [A,F(t)] = LA(F(1)).
Odtud jednoduchou integraci, kde zachazime s £, jako s konstantou, s pocatecni
podminkou F(0) = B ihned plyne
F(t) = e*“4(B).
Polozenim ¢ = 1 kon¢i nas dikaz. Vysledku (6.8) se ob¢as fikd Hadamardova formule.

6.2.11 Prepiste nasledujici vyrazy pomoci Lieovy derivace: sin(A)B cos(A) —cos(A)Bsin(A)
a cos(A)B cos(A) + sin(A)Bsin(A).
sin(A)B cos(A) — cos(A)Bsin(A) = sin(La)B,
cos(A)Bcos(A) +sin(A)Bsin(A) = cos(La)B
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6.2.12 Prepiste* [f(A), B] jako vyraz obsahujici funkci A a L4 pusobici na B. Vysledek
porovnejte s vysledkem cviceni 6.2.10. (Navod: Vyuzijte vysledku cviceni 6.2.9.)

[17(4), B] = (7(4) ~ /(4 - £4)) B

6.2.2 Poincarého véta, BCH identita

Jak jiz bylo feCeno vyse, exponenciala operatoru je klicovym objektem operatoro-
vého poctu vzhledem k jejim aplikacim v matematice a ve fyzice. S timto pfirozené
souvisi snaha o rozklad slozitého operatoru na mensi elementy, jejichz exponenciala
ma znamé chovani, ¢i komplementarni problém, fize dvou exponencial do jediné. Do
popredi se tak dostavaji dva velké ,,problémy“ operatorového poctu tvorici jadro této
podkapitoly:

Problém I : B = oXoefiee (6.9)

Problém 1T : el = efot it it (6.10)

Problému I se v literatute tika Zassenhausova identita a Problému II Bakerova-
-Camp-bellova-Hausdorffova (BCH) identita. V obou jsou X; a Z; neznamé vyrazy
obsahujici A, B a potenciélné i v8echny jejich (Lieovy) ,derivace“ [A, B], [A, [A, B]],
apod. Ukolem je najit jejich explicitni tvar. Jak vyjde najevo, toho lze skuteéné
dosahnout pouze pro specialni pripady A a B; obecné lze najit jen vysoce formalni
reprezentace ¢i (asi nejuziteénéji) determinovat X; a Z; rekurzivné. Existuje také
mnoho zajimavych ,mutaci“ obou téchto identit, z nichz nékteré si zde ukazeme.

Stoji za povsimnuti, Ze nase definice problému I a I neni vlastné iplné, nebot jsme
jesté dostatecné nespecifikovali, v jakém fadu X; a Z; zavisi na A a B. Standardné
se uvazuje, ze X; a Z; jsou homogenni vyrazy (polynomy) fadu i jak v A tak i v B,
nebo-li ze pocet vyskyti operatoru A plus pocet vyskytt operatori B se rovna i.
Jak uvidime, obecné budou Z; a X; (pro i vétsi nez 1) dany jako linearni kombinace
vyrazl, obsahujici vSechny mozné do sebe vnorené komutatory daného radu.

Nez se ale pustime do problémt I a IT bude uzite¢né nejprve roziesit otazku, jak
derivovat exponencidlu operatoru podle parametru (feknéme ¢). Ilustrujme si to na
nasledujicim problému

ateAthB -7
t=0
Jelikoz v argumentu exponencidly sedi operator, nelze bezmyslenkovité aplikovat
znédmé pravidla pro derivovani. Dtivod je v tom, Ze derivace 0;(A + tB) = B obecné
nekomutuje s A + tB. Tim padem zalezi na potradi a naivné se zda, Ze nezname
odpovéd na otézku, zda J; eA“B‘t:O — Be” nebo 4, eA“B‘t:O — ¢4 B?

Samoziejmeé ani jedna z moznosti neni spravné; lépe feCeno jsou netiplné. Ve sprav-
ném vysledku jsou totiz obé moznosti zahrnuty s nekone¢né mnoha dal$imi cleny.

*Pokud nebude feceno jinak, obecné funkce obsahujici operéator f(A) bude vzdy dostateéné hladka
tak, aby vyrazy, ve kterych se objevuje, ddvaly smysl. V praxi se vyraz f(A) chépe jako ekvivalent
Taylorova rozvoje f(A) kolem 0.
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Pokud eA tB rozvineme Taylorovym rozvojem a budeme-li derivovat ¢len po ¢lenu t
)
dostavame

0P| _ =B+ (BA + AB) + 3 (BA2 + ABA + A’B) + %(BA?’ + ABA*+

+ AQBA + AB) + E(BA4 + ABA® + A’BA* + A°BA + A'B) +

A A2 A3 1 A A2 A3
=B<1+§+§+Z+ >+AB<2|+§+Z+§+ >+
1 A A2 A3 1 A A2 A3
2p 3B

+ A°B <3l+5+3+ﬁ+ >+A <4|+—+—+—+...>+...
et —1 A-1-A  , et—1-A—-2A°

Oznacime-li si ,,posunuté“ exponencialy objevujici se v poslednim fadku predchozi
rovnice symbolem

E.(

i AF 1 ( N nz_ll Ak> 1 i AF

| n 1)~ An L
= (k +n)! T An = k! Ar =k
potom muzeme vysledek prepsat do kompaktniho, ale neuzavieného tvaru

0
e = > A"BE,.(A). (6.11)

n=0
6.2.13 Ovéite nasledujici identity:
1 51 §n—1
oM = ZEM JBA", E4) = [d6 [dean | dge,
0 0

0

¢=1

1
Bua(d) = [46€B6A),  Buld) = goe (€7 Buaa(6)|
0

n(n—1)!
je tzv. dolni neiplnd gama funkce. (Navod: Sestavte diferencidlni ronici pro E,(A)
formalni derivaci podle A, kterou vyfeste s po¢ate¢ni podminkou F,,(0) = 0.)

[E24) = Ba() (1 = %) + 5y

A
6.2.14 Dokazte, ze pokud n > 0, pak plati E, = AA’(ni’A)eA7 kde y(n,A) = {dtt"te™
0

0
6.2.15 Ovéite, ze > Eni1(A)A" = e,
n=0

0 4 A o
Y Enp1(A)AT =< fdt D) Lot = e

tOpét predpokladame, ze ,technické® problémy s tim spojené, napiiklad stejnomérné konver-
gence apod., jsou vyfeSeny vhodnym zazenim tiidy funkci, na které operatory pusobi.
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Jakkoliv je identita (6.11) zajimava, v praxi je jen zfidka kdy pouzitelna. V li-
terature se proto daleko Castéji objevuje ve tvaru, kterému se tika Campbellova-
Poincarého fundamentdlni identita. 7Z vysledk predchéazejicich cviceni lze snadno
odvodit, ze

) eA-s—tB‘t:O _ Z s1(A) BA" = 2 E,1(A)A"B + 2 En1(A) [B,A"] =
n—0 n=0
a0
=B+ Y Fua(4)((A - La)" — A7) B =
n=0
AL ©
O fugrascre, .
A — A
0 "=
A 1
1 —e 44
- f dte () = o [dge st () = M B -
L
0
=€ E1(—£A)( )

6.2.16 Ovéite, Ze rovnéz plati oy eA“B‘t:O =F (EA) (B)eA.

|12 50(B) = c£a 1= 22 (B)eA = £A=1(B)et = By (L4) (B)e!
VsSechny dosud provedené vypocty lze jednodusSe zobecnit na libovolnou zavislost
operatoru A = A(t) na parametru ¢ a pravé v této obecné podobé se Cambellova-
Poincarého identia bézné uvadi:

1 —ef£a

e 40, et =
L4

(A7), (6.12)

kde A’ znadi derivaci A podle t.

Nyni se zaméime na problém II. Postupné si ukdzeme tii zplisoby serazené vze-
stupné podle jednoduchosti a (feknéme) elegance, jak odvodit nezndmé vyrazy Z;.
Vsechny tfi zptsoby svym vlastnim zptsobem nahlizeji na problém jinak, i kdyz
vysledky si samoziejmé odpovidaji.

Prvni zptisob je tzv. ,brute force“ metoda. Zavedeme si opét parametr ¢ a poza-
dovany vysledek definujeme pomoci rady

Z(tALB) = tZ) + 1220 + 325 + ... = ln(etAetB) . (6.13)
Pov§imnéme si, ze s takto explicitné vyznacenym chovanim funkce Z(tA,tB) na pa-
rametru ¢ implicitné predpokladame, Ze Z; je homogenni polynom fadu i jak v A, tak

v B, tedy Ze plati Z;(AA,AB) = \'Z;(A, B). Z vySe uvedené definice pak vyplyva

1
Zn = —0;'In <etAetB>
n!

t=0
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Vlastni vypocet se provede tak, ze In (etAetB > se rozvede v Taylorovu fadu, ktera se

pak derivuje ¢len po ¢lenu

_ _an[( tAGtB 1) - %(etAetB - 1)2 n é(etAetB - 1>3 _ ]

t=0

6.2.17 Vypoctéte Z1, Zo a Zs.
Zy = A+ B
Zy = 3[A, B]
Zs = 3 ([14.B], B] + [4,[4, B]])

6.2.18 Odvodte, ze plati Z(—tB,—tA) = —Z(tA,tB). Piimym disledkem této identity je,
7e pro suda n je Z, anti-symetrickym viuéi zaméné A a B, zatimco pro lichd n je
tomu naopak.

[1 — olAptBo—tBo—tA _ eZ(tA,tB)eZ(—tB,—tA)]

6.2.19 Odvodte, 7e plati Z(tA,tB) = ¢4 (Z(tB,tA)) a Z(tA,tB) = e '£5(Z(tB,tA)).
otAGtB  _  GtAGtBotAG—tA _ otLa (etBetA)

otAGtB  _  o~tBotBtAGtB _ o—tLp <etBetA)
6.2.20 S vyuzitim pfedchozich dvou cviceni dokazte nasledujici rekurentni relaci (Névod:
Pouzijte Tayloruv rozvoj na obou stranach predchozi identity)
1 2n—1

. L (DF
;2 LA (Zann(B.) = 5 3 St (2B, ).

na jejimz zakladé spocitejte Zy.
(7= %1118, 41, 41, B]]

Druhy zptsob, ktery si ukdzeme, vyuziva Cambellovu-Poincarého fundamentalni
indentitu (6.12). V tomto piipadé je vyhodnéjsi zvolit si pomocny parametr ¢ trosku
jinak:

Z(AB) = Zo +tZ) + 22y + ... = 1n<eAetB> . (6.14)

Jinymi slovy nyni uvazujeme Z; coby homogenni polynomy fadu i pouze v B, tedy
Z;(A,AB) = XN'Z;(A, B). Derivujeme-li eZ podle t, Ize s vyuZitim (6.12) snadno od-
vodit, ze

Ly
oz B) = »(e2)(B),

kde ¢(x) = £ je generujici funkei Bernoulliho ¢isel

o0
SR
0

AR

, By=1,B, =

A
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Nyni si staéi uvédomit, 7e e£? = ef4e!*5 a formalni integraci predchoziho vyrazu s

pocateéni podminkou Z(A,0) = A dostavame BCH formuli ve tvaru

Z(AtB) = A+ Jdgzp(eﬁAeﬁﬂB) (B). (6.15)

0

Toto ,feSeni“ BCH formule je samoziejmé pouze ¢isté formélni, nebot k ziskani
pozadovanych koeficientti Z; je obecné vzdy potieba provést Tayloriv rozvoj. Jed-
nou z vyhod (6.15) oproti ,brute force“ metodé je moznost jednoduse extrahovat
vSechny cleny linearni v B, tedy obdrzet nekonecnou sumu ¢asti vsech clenii obsaze-
nych v (6.13). Jinymi slovy, dilezitym a uzite¢nym vysledkem (6.15) je skute¢nost

Z(A,tB) = A+ ¢(e"4)(B) + O(B?).

6.2.21 Podobnym postupem jako v piipadé (6.15) ovéite, ze formalné lze ,vyfesit i (6.13):

t
Z(tA,tB) = Jdgw(efﬁAeﬁﬁB) (B + e 16748 4)
0

Nakonec si ukazme reprezentaci BCH identity, jez je z téchto tii diskutabilné nej-

vevs

ferencialni“ symetrie Z(A, B), ¢ili infinitesimélni transformace A a B, ktera zanecha
Z(A, B) beze zmény. Konkrétné, uvazujme infinitesimalni preskalovani B — B + B
a budeme hledat, jak se musi zménit A. Jinymi slovy chceme vyfesit rovnici

eA—aDeB-i-aB _ eAeB + 0(62) ’

vzhledem k D. S vyuzitim identity (6.12) snadno nahlédneme, ze

efa _ efa _

eAmeDeBrel & (1—5 (D))eA(lJraB)eB A (1—5 (D)JreeﬂAB)eAeB.
La La

JelikoZ vyraz v zavorce musi byt nula, dostavame vysledek D = l_sf‘,; —(B). Nyni si

stejnou rovnost prepiseme jako Z(A —eD, B +eB) ~ Z(A, B). Odtud vyplyva
0=0Z=2Z(A—eD,B+¢eB)—Z(A B) ~¢e[(Bdp)Z(A,B) — (Dda)Z(A, B)],

kde jsme zavedli tzv. replacement operatory (Bdg) a (Ddy4). Jejich funkce, jak uz na-
zev napovida, je nahradit vyskyt operatoru v argumentu derivace operatorem stojicim
za nim. Napiiklad (Bd4) nahrazuje operator A operatorem B, tedy (Bds)A = B.
Zavorky kolem B0, naznacuji, ze nezle B ani 04 chapat oddélené, ale ze dohromady
vytvareji jedinou instrukci. Obecné se replacement operator, feknéme (Bd,), chova
jako derivace. TudiZ napiiklad plati (Bd,)A%? = BA + AB.



6.2. ZAKLADNI OPERATOROVE IDENTITY 90

Vratime-li se k predchozimu vztahu (a obnovime zavislost na parametru t), po-
kud Z(A,tB) rozvedeme v fadu (6.14) a vyuzijeme-li faktu, ze (Bdp)Z,(A,B) =
nZ,(A, B), lze jiz snadno odvodit rekurentni formuli pro Z,(A, B), kterou lze na-
sledné (opét ve formalnim smyslu) vyfesit:

Z1(A, B) = ——(DoA)Zul(A, B) = ——(Daa)"*1(A).

n+1 (n+1)
Q0

Sumaci vSech ¢lent se dostavame ke tfeti reprezentaci BCH identity Z = > " Z,:
0

L4

— ot(Dda) _
Z(A,tB) = !(P2) 4 - —A(B).

D

Y

V tomto tvaru lze jednoduse vidét, ze linearni ¢leny v B jsou prave takové, jaké jsme
odvodili vyse, tedy 21 = D = w(eﬁA)B. Nicméneé fakt, ze D je samo o sobé funkci
A, vede k tomu, ze Z5 = %(D&A)D mé mnohem komplikovanéjsi strukturu a zadné
jeho pékna analyticka reprezentace neni autortim znama.

6.2.22 Uvazujte symetrii ve formé A — A +eA a B — B — eD. Najdéte D a vyslednou
formu pro Z(tA, B).

efB—1

[Z(tA, B) = In(et4eB) = e!Do8)(B), D = £ (A) ]

6.2.23 Vypocitejte Z(A,tB) v téchto specidlnich piipadech: [A, B] = aA a [A, B] = B.
(Navod: Nejprve spoc¢téte D pomoci Taylorova rozvoje a nasledné resumace. Stejnym
postupem potom vypoctete Z.)

Z = A+ty(e”)B
Z = Ae+-lp

6.2.24 Podobnym postupem jako v ptredeslém cviceni vypocitejte Z(A,tB) ve specidlnim
ptipadé [A, B] = aA + BB. Ovéfte spravnost vysledné formule limitnimi p¥ipady
a — 0 a g — 0, které porovnejte s vysledky predchoziho cviceni.

| 2(a.18) = 0O A 2 (507 ) |

6.2.25 Ptedchozi vysledek je mozné odvodit i jednoduseji. Pokud oznacime ¢ = 1/1(65 ) ad=

%(¢(eﬂ) — 1), ukazte, ze D = cB + dA. Nasledné ovéite, Ze plati

et(DaA) _ etC(BaA)-i-td(AaA) %(BaA)etd(AaA)e—ﬁ(BaA)

= e s

na zakladé ¢ehoz potvrdte predchazejici visledek ve tvaru Z(A,tB) = e!?A + ﬁ(etd -
1)B.
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6.2.3 Zassenhausova identita
Nyni obratme pozornost k problému I:

et(A+B) _ tXo tX1

e

2 t3
Moz X2emXs (6.16)

S takto zavedenym parametrem ¢, neznamé vyrazy X;(A, B) budou obecné homogen-
nimi polynomy v A a B fadu i, ¢i-li X;(AA, AB) = N X;(A, B). MiiZe se zdat podivné,
ze v (6.16) jak X, tak i X; jsou oba linearni v ¢. To ovSem vyplyva z faktu, Ze ja-
kykoliv ¢len konstantni v ¢ musi byt nula (nebot obé strany rovnice se musi rovnat
v limité ¢ — 0) a z faktu, Ze kdybychom méli na pravé strané (6.16) ¢len linearni v ¢
pouze jeden, pak by se nevyhnutelné musel rovnat A + B (nebot derivace obou stran
(6.16) podle ¢ si musi odpovidat v limité ¢ — 0). Pokud by ale byl na pravé strané
élen e!A*P) potom piirozend X-y = 0. Jinymi slovy rozklad (6.16) pouze s jedinym
linearnim ¢lenem je trivialni. To je divod, pro¢ takovych ¢lentt musi byt (nejméné)
dva.
Cemu se rovnd X a X;? Pokud (6.16) zderivujeme podle ¢ a nasledné poloZime
t = 0, obdrzime podminku
Xo+Xi=A+B. (6.17)

Tato podminka pfekvapivé neurcuje Xy a X; jednoznacné. Pokud chceme vyjadrit
neznamé faktory X, jako vyrazy obsahujici pouze operatory A a B, jsme nuceni
si nejdiiv (libovolné) zvolit jeden z nich, feknéme X, a néasledné pouzit (6.17) pro
ziskdni X; = A + B — X,. Castou volbou je X, = A. Jak vidime, existuje poten-
cialné neomezena libovile, jak zvolit X,. Pokud se vSsak omezime pouze na linearni
kombinace A a B, pak miizeme obecné uvazovat X, a X; ve tvaru

XOZOZA—F(l—@)B, X1=<1—O{)A+5B,

kde a a 3 jsou libovolna komplexni ¢isla. Definujeme-li Ag = A, A; = B, pak muZeme
pfedchozi vztahy kompaktné pfepsat do vektorové rovnosti X; = M;;A;, kde matice
M ja dana jako

M = M(a, B) = (1604 1;5) .

Omezime-li se tedy pouze na linearni transformace A a B, které zachovavaji soucet
A+ B, pak obdrzime mnozinu transformaci, jejiz element reprezentuje M («, 3). Rizné
volby parametrti o a § v matici M («, ) reprezentuji riizné linearni kombinace A a B
v definicich X, a X;.

6.2.26 Ovétte nasledujici identity

Mo, B)M(7,8) = M(1 =B —vy+y(a+),1 —a—0+da+p))

_ B a
M~ (e B) :M<04+B—1’a+5—1)
(M (e, ) = P2 (310, 5) - 1)

a+p—2
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6.2.27 Dokazte, ze matice M («,2 — o) = M;4(a) tvori grupu.

asociativita: plyne z asociativity nasobeni matic
uzavienost viéi grupovému nasobeni: M;q(a) M;q(5) = Mig(a+ 5 —1)
jednotkovy prvek: M;q(1) = 1

existence inverznich prvku: M Ha) = M;q(2 — o)

(Poznamka: Povsimnéte si, ze det(M;q(«)) = 1, ¢ili {M;4(«)} je podmnozina { M («, B)},
kterd je spojend s identitou (odtud znaceni M;;). Prvky M;q(«) tvofi nekompaktni
jednoparametrickou grupu (pfislusné varieta je topologicky izomorfni s R). Ovsem
z predchazejiciho cviceni lze ukdzat, Ze ln(Mid(oz)) neexistuje, ¢ili M;4(a) nelze na-
psat jako exponencidlu generatoru.)

Kuriézni neur¢itost v rovnici (6.17) je projevem dilezité vlastnosti Zassenhausovy
identity (6.16), kterd nese nazev (v Zargénu propujceném z kvantové teorie pole)
spontdnni naruseni symetrie. Jinymi slovy zatimco levé strana rovnice (6.16) je velmi
symetrickd, napiiklad zaména A za B a naopak ji zanecha beze zmény, prava strana
tuto symetrii (jak se zdd) nemd. Lépe feCeno tato symetrie neni na pravé strané
Zassenhausovy identity ,o¢ividna“. Nicméné aby se obé strany rovnice (6.16) rovnaly,
pak musi platit, Ze napt. zaménou A = B se v kone¢ném dtsledku nic nezméni
i na strané pravé. Presnéji feceno, jak uvidime nize, zaménou A = B se kazdy
z X,(A, B) zméni netrividlnim zptsobem, avSak pokud bychom znovu poslepovali
vSechny exponencialy na pravé strané (6.16) do jediné, potom jeji argument musi
nakonec byt A + B i pro transformované faktory X, (B, A). K tomuto zajimavému
aspektu Zassenhausovy identity se jesté vratime.

Po tomto tivodu se zaméfme na to, jak Zassenhausovu identitu (vy)fesit. V tuto
chvili zndme pouze prvni dva ¢leny X, a X; za predpokladu, ze jsme néjak zafixovali
neurcitost v (6.17). AvSak pro vétsi obecnost nésledujici diskuze se neptiklonime ani
k jedné konkrétni volbé X, ¢i X;. Nadale s nimi budeme zachazet jako s ,neznamymi*
a vsSechny dalsi faktory X-o vyjadiime jako funkce X, a X;. To lze provést tak, ze
v8ude tam, kde se objevi ¢len A + B (a symetrie Zassenhausovi identity garantuje,
ze jinak nez v této kombinaci se A a B nemiize objevit), jej nahradime za X, + X;.

Co se tyce odvozeni, tak nejpfimocarejsi ,brute force* metoda k obdrzeni X, -,
je

_t" — _
Xn+1 = 5?“(6 e et e tXOet(XO+X1))

(6.18)

=0
Tato formule ihned plyne z (6.16) a v podstaté se da oznacit za definici X, 41, kterd
je na rozdil od BCH formule silné rekurentni, nebof zavisi na vSech predchozich X,,.
Z tohoto diivodu je praktickd hodnota (6.18) velmi mald, jak demonstruji nasledujici
cviceni:

6.2.28 Odvodte X2 a X3 pomoci (6.18). Vysledek zapiste s pouzitim operatora Xop a X;
a jejich komutatord.

[Xz = —[Xo, X1] ]
X3 = 2[X1,[X0,X1]]+[X0,[X0,X1]]
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6.2.29 Pro odvéazné: Vypoctéte stejnym zpisobem Xjy. (Néwod: Snazte se pfepsat kazdy
z Clent tak, aby mél podobu fetézce komutatori, ptisobici na [Xg, X;] z leva. Ne
vSechny mozné fetézce komutatoru jsou nezavislé. K zjednoduseni vysledku se jich
co nejvice snazte spojit do jediného. K tomu se hodi identita Lx,Lx, ([Xo, X1]) =
Lx, Lx,([Xo, X1]).)

|4 = = [Xo, [Xo, [Xo, X111] = 31X, [Xo, [Xo, X1 11) = 3[X0, [X0, [0, X011

N 24

Xo+ X, = &, (et(X0+X1)> ot (Xo+X1) _

2 2
= X + %0 (X)) + te'fx1etxo (X)) + 5e%£x2etﬁxl %0 (X3) + ...

n n—1

0]

t m—k

=X+, =11 (et Esns et (X, 1) (6.19)
n=0 k=0

Jelikoz prava strana této rovnice nemuze zaviset na ¢, mtizeme postupnymi derivacemi
podle ¢ a nasledného polozeni ¢ = 0 obdrzet posloupnost rovnic, které definuji vztahy
mezi neznamymi koeficienty X,>,. Pokud posledni fadek této identity zderivujeme
n-krat a polozime ¢ = 0, obdrzime obecné znacné komplikovany vyraz zietézenych
komutatori pisobici na X, nicméné nejvyssi ¢len v tomto vyrazu bude osamocen
a bude roven X, ;. Polozenim tohoto vyrazu nule ziskdme rekurentni formuli pro
X1 zévisejici na vSech predchozich X,. Vyhodou tohoto pfistupu oproti (6.18) je
skutecnost, ze vysledek je od zacatku vyjadien pomoci zfetézenych komutatort.

6.2.30 Na zdkladé (6.19) odvodte X5. (Navod: viz navod k uloze 6.2.29.)

X5 = [Xo,[Xo,[Xo,[Xo, X1]]]] + 6 [Xo, [X1,[Xo, [Xo, X1]]]] —
-2 [le [XUv [XO’ [XO’ Xl]]]] +24 [XO’ [Xl’ [le [Xﬂv Xl]]]] -
—18 [ X1, [Xo, [X1, [Xo, Xa]]]] + 4 [ X1, [X1, [X1, [Xo, Xa]]]]

Diky prechazejicim cvicenim jiz zname explicitni tvar faktora Xo, X3, Xy a X5. Z
téchto vyrazu se zda, ze obecny tvar faktoru X,, o mize byt formulovan jako soucet
v8ech moznych Tfetézct komutatori o délce n pusobici na [ Xy, X;] zleva. Naptiklad
pro X ocekavame obecny tvar:

Xg = c(0000) L%, ([Xo, X1]) + ¢(1000)Lx, L3, ([Xo, X1]) + - ..
+¢(1100) L%, L%, ([Xo, X1]) + ... 4+ c(1111) L%, ([Xo, X1]) ,

kde ¢(. . .)-cka jsou celociselné koeficienty a Fetézec v zavorce kdduje na jakych pozicich
se objevuji komutatory ,,0-tého typu“ X, a ,1-niho typu“ X;. Takovych ¢lent v X
bude obecné 2! = 16, avSak Jacobiho identita (6.6) sniZi tento pocet na 24 — 2% = 12.
V piipadé X, o bude pocet nezavislych fetézcti pro n > 2 dén vztahem 2" — 272 =
3.2n72,
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Mizeme néco Fici o koeficientech ¢(. . .) obecné? Hodnota téchto koeficientti ziejmé
nezalezi na tom, co operatory Xy a X; ve skutecnosti predstavuji. Ukazuje se, ze
volba Xy = 0, a X; = f/(x) dokdze prozkoumat strukturu c(...)-¢ek do prekvapivé
hloubky, umoziujici ndm exaktni znalost koeficientu ¢(0...0) pro vSechny faktory
X,. To plyne z faktu, ze Zassenhausova identita se v ptripadé téchto operatori da
vyresit explicitné:

Pt (@) _ o= F(@) e of (@) L el (@)~ F@-1) L oorof (@)g= 3/ @) od @) |
kde jsme v prvnim kroku vyuzili faktu o, + f'(z) = e ¥@0,e/@ | ve druhém kroku
faktu e /(@e% = elre=0rg=f()els = ¢le=F(=1) 3 ve tietim kroku jsme pouzili Tay-
lortiv rozvoj. Jelikoz plati o7 f(z) = L5 (f'(x)), dochdzime k zavéru, ze

c(0...0) = (=1)"*". (6.20)

n

Jak jiz bylo feceno, tento fakt neni zavisly na volbé operatort X, a X;.

6.2.31 Volbou X = f/(z) a X; = 0, ukazte, Ze

c(l1...1) = (=1)""Yn+1). (6.21)
oot (@) = o (@) glapf(2) —  of (@)= f@)=f'(2) ol of(@) = of ofaef (@) —f(z—1)—f (z—1)
( 1 n+1

f@) = fla—=1) = flz-1) = Zf(”() (1—n)

6.2.32 Volbou Xy = ad, + (1 — B)f'(z) a X1 = (1 — )0, + Bf'(x) ukazte, Ze soucet vSech
koeficientt ¢(n — k, k), tedy c(...)-Cek, kterd obsahuji n — k operatoru 0-tého typu
a k operatort 1-niho typu, je

S eln— k) = (- )n+1<”zl) | (6.22)

C

letf'(@) — o0z t(1-B)f'(z) o(1—a)0z+Bf (z) o(at+B—1)F(z;0)
F(r;a) = 11a(f(:v+a—1) f(:v)) —i—é(f(a:—l—a—l)—f(x—l))
n 1 n—1
F(z;0) = z £ () CUTE S (v ak L (1 — )t
k=1

Zassenhausovu identitu lze fesit 1 ve tvaru

t t
eA+tB — eAetX162,X2€3,X3 .
Jinymi slovy nyni uvazujeme neznamé faktory X,, co by homogenni funkce fadu n
pouze v B. VSimnéme si, ze s takto zvolenou funkci zavislosti na parametru t jiz

neexistuje neurcitost pii urceni prvniho vyrazu na pravé strané, jez je ziejmé roven
Xo=A.
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6.2.33 Postupnym derivovanim podle ¢ odvodte, jak vypadaji faktory X, Xo, X3 a X4. Vy-
sledek zapiste pomoci operatort

1_e£A+tB _ I "N _ A2
thm(B), D=Dy,_,, D'=&Di|,_,, D"=0Dy|,_y,... (623)
X, = D
Xy = D
X3 = D"+ [D',D]

X, = D" +[D",D]+][[D,D],D]

Nanestésti u Zassenhausovy identity neni autorim znama zadna ,uzaviena“ for-
mule, jako v pfipadé BCH identity. Jsme tedy odkézani pouze na ,brute force* tech-
niky. Ba co vic, autofi si nejsou védomi ani zadné ,pékné“ rekurentni formule, kde
prikladem ,,pékné® rekurence by byl vztah davajici do souvislosti X,,;; pouze s X,,.
V rekurencich, které jsou dostupné, zavisi X,,,; na vSech nizsich X,. To nazna-
vykazuje hysterezi. Autofi vSak maji silné podezieni, ze né€jakd ,uzaviena“ formule
(ve stejném smyslu jako u BCH identity) existovat musi. Vinu piikladaji pfedevsim
nevhodnému znaceni a fenoménu spontanné narusené symetrie, ktera Zassenhausovu
identitu zietelné oddéluje od BCH identity. Reseni tohoto rébusu je pfenechano zvi-
davému ctenafi jako ultimatni cviceni.
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7 Reseni

1.1.6: Piiklad odolava hrubé sile. Nastésti se jedna o typ prikladu, ktery se snadnéji
fesi tim, Ze se zobecni.

Necht Py(n,r) oznacuje pocet riznych usporadanych r—tic, které lze vytvorit z
mnoziny o n prvcich a které obsahuji pravé k druhti elementt z této mnoziny.

Priklad: (1,1,1,2,2,3) predstavuje uspofadanou 6—tici (nad né&jakou mnozinou),
kterd obsahuje 3 druhy elementt (jmenovité elementy 1,2,3).

Reseni pifkladu (1.1.6) pak evidentné piedstavuje B, (n,r).

Pocet r—tic, ve kterych se alespon jednou objevuji vSechny druhy elementt z
mnoziny nad, kterou je r—tice tvofena, P,(n,r) ma jednoduchy vztah s r—ticemi, ve
kterych néjaké prvky chybi. Jmenovité:

n—1

P,(n,r)=n" — Z Pi(n,r). (7.1)

k=1

Explicitné feceno tento vztah predstavuje pocet vSech r—tic bez téch, ve kterych se
pouziva postupné jeden, dva az n — 1 druht elementu.

Podobny vztah pro P,_i(n,r) dostaneme jednoduchou tvahou. Uvédomime si,
ze pocet r—tic, ve kterych chybi jeden druh elementu, souvysi s témi r—ticemi, ve
kterych chybi vice elementii stejnym zptisobem jako v predchozim vztahu, pokud si
jeden z elementl zakdzeme pouzivat. Tedy:

P,_1(n,7)=n [(n - 1) = Z_: Py(n — 1,7“)] : (7.2)
k=1

Tento vztah je formalné stejny jako vztah ptredchozi s tim rozdilem, ze se objevil
novy Clen n. Ten souvysi s po¢tem moznosti, kterym si mizeme zakazat jaky element
nebudeme pouzivat. Elementii v tomto pripadé je n a tedy i moznosti.

Piimym zobecnéni dostaneme:

n n—_0—1
P,_y(n,r) = <€) [(n—ey— > Pk(n—f,r)] , (7.3)
k=1

kde je nutno pfirozené dodefinovat, ze Py(n,r) = 0. Tento vztah je jiz plné do sebe
uzavren a je mozné jej vypocitat. Nas zajem je o pripad kdy ¢ = 0. Vypsanim nékolika
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prvnich piipadi dostaneme:

P(1l,r) =
Py(2,7)
Ps(3,7)
Py(4,7)
Ps(5,r) =

coz lze okam7ité zobecnit na

L,
o9,
3 —3x2"+3,

A"~ 4 %3 +6x 2 —4,
5" —5x4"+10x 3 —10 x 2" + 5,

Pu(n,7) = io(—l)'“ <Z) (n— k).

k



