VI. Spojite
pravdepodobnostni
modely




Nahodna veliCina - opakovani

« Statisticky soubor tvori statisticke
jednotky (napr. zakaznici)

» Sledujeme (kvantitativni) hodnotu
statistického znaku (napf. cena nakupu)

» kazda jednotka = jedna hodnota (Cislo)
statistického znaku (napr. 453,55 KC)

Statistika




Nahodna veliCina - opakovani

* Nahodna velicina = soubor vSech hodnot
znaku + rozdeleni pr-sti hodnot

- nekteré hodnoty se nabyvaji Casteji nez
jiné —» maiji vetsi pravdepodobnost
vyskytu

- hodnoty znaku statistickych jednotek se

,generuji” podle pravdepodobnostniho
rozdéleni daného:

(1) distribucni funkci (2) hustotou pr-sti

Statistika




Spojita nahodna veliCina — priklady 1

Spojita nahodna velicina= NV, kde moznymi
hodnotami jsou vSechna realna Cisla z
daného intervalu (omezeného nebo
neomezeného), napr.:

1. Cisla generovana v Excelu pomoci funkce
NAHCISLO (v anglické verzi RAND) je nahodna
veliCina X, ktera muze teoreticky nabyvat jakékoliv
hodnoty mezi 0 a 1

2.\/ysledky méreni dulezitych rozméru nebo
hmotnosti produktt je nahodna veliCina X, ktera
muze teoreticky nabyvat jakékoliv hodnoty x > 0
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Spojita nahodna veliCina — priklady 2

Spojita nahodna velicina= NV, kde moznymi
hodnotami jsou vSechna realna Cisla z daného
intervalu (omezeného nebo heomezeného),
napr.:

3. Doba stravena zakaznikem ve fronte u prepazky
v bance je nahodna veli¢ina X, ktera muze
teoreticky nabyvat jakekoliv hodnoty x = 0

4. Cena akcii je nahodna veli€ina X, ktera muze
teoreticky nabyvat jakekoliv hodnoty x>0

akcie CEZ
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Rozdeleni nahodné veliciny (NV):
distribucni funkce a funkce hustoty

 distribucni funkce (DF) NV X - kazdému
realnému Cislu prirazuje pravdepodobnost, ze
nahodna veliCina X nabude hodnoty ne vetsi, nez
toto Cislo DF X oznacCime F, pak:

F(x) = P(X<x) prokazde x[IR
* funkce hustoty f(x) NV X - kazdemu intervalu
cisel [a,b], kde a < b prirazuje pravdepodobnost,
Zze nahodna veliCina X nabude hodnoty z tohoto
intervalu, plati:

P(a<X<bh)= j F(x)dx

Statistika




Vztah mezi:

Funkce hustoty a Distribucni funkce

z=0,7

Statistika




Funkce hustoty versus
funkce pravdepodobnosti 1

Hodnota FH neni pravdépodobnost!!!

Pravdéepodobnostni funkce p(x) -
kazdému x prirazuje odpovidajici
pravdepodobnost:  p(x) = P(X = x)
pro kazde x[1D (diskrétm’ mnozina)
PF p(x) splnuje vztahy:

> p)=1 Plasx<b)= 3 pls)

xU1D

xU1D
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Funkce hustoty versus
funkce pravdepodobnosti 2

Funkce hustoty f(x) - kazdemu Intervalu
[a,b] prirazuje odpovidajici
pravdepodobnost, FH splnuje vztahy:

[rhr=1 Plasx <h)=] r{eki

a

Statistika




Charakteristiky
spojité nahodne veliciny
« Charakteristiky polohy:

modus Mod(X)

median Med(X)._

stfedni hodnota E(X)= Ixf(x)dx
« Charakteristiky variability: oo

rozptyl Var(X)= J x = E(X) £(x)dx

smérodatna odchylka o(x) =./Var(Xx)

Statistika 10




Charakteristiky
spojité nahodne veliciny

» Charakteristiky polohy:
modus, median, stredni hodnota

A

/

f(x)

A

TEN

E(X) Med(X)

Statistika
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Stejnomerné rozdeleni 1

Spojita nahodna veliCina X ma stejnomeérné rozdéleni:
% nabyva hodnot z intervalu [a,b]
% se stejnou pravdepodobnosti

Funkce hustoty: f(x)= pro x U [a,b], Jinak f(x)=0

—a
Pravdépodobnost: c,d0[a,b], P(c< X < d) = jd F(x)dx = Z"C
‘ —a
Stfedni hodnota:  f(x)=2 th
2

Y. _
Rozptyl: Var(X) = (b—a) o) = (b—a)

12 J12
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Stejnomerneé rozdeleni 2

Spojita nahodna veliCina X ma stejnomérné
rozdeleni:

& nabyva hodnot z intervalu [a,b]
% se stejnou pravdepodobnosti

s funkci hustoty f(x)= % pro x z |a,b],
—d

(-] =0  Jinak

N
Vv

da b Statistika
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Priklad 1. ,, NAHCISLO* v Excelu

(VlozZit-Funkce-Matematické: NAHCISLO)
Stredni hodnota: E(X)=(0+1)/2=0,5
Rozptyl: Var(X) = (1 -0)?/12=0,08
Sm. odchylka: aX)=+v0,08= 0,29

Pomoci linearni transformace (nasobeni a
pricteni, resp. odecteni Cisla) Ize v Excelu
generovat NV se stejnomernym rozdelenim
v (libovolnem) intervalu [a , a +b] vzorcem:

statisika [NV = b*NAHéiSLO"' a 14




Priklad 2. Cekani na autobus

nr\N A LN 4

dne pravidelne kazdych 15 minut.
V nahodnou dobu prijdete na zastavku.

(a) Jaka je pravdepodobnost, ze budete na
autobus cekat dobu mezi 5 az 10
minutami?

(b) Jaka je pravdepodobnost, ze budete
cekat alespon 12 minut?

(c) Stanovte stredni hodnotu a smerodatnou
OdChylkU dOby éekénl’ Statistika
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Priklad 2. Cekani na autobus - feseni

X je spojita nahodna veliCina s nasledujici
hustotou:
1
f(x):E pro 0< x <15
=0 jmnde
0+15

E(X)==—==175

M2
Var(X):(ls O ~ 18,75

Statistika 1 2 16




Priklad 2. Cekani na autobus —
pokracovani
d—c
b—a
(a) S vyuzitim vzorce vypocitame: P(5<X<10)=
(10-5)/(15-0) = 0,33
(b) Analogicky obdrzime:
P(12< X<15)=(15-12)/(15-0) = 0,2
(C) aX) =V18,75=4,33

Stredni cekaci doba je 7,5 minut, smerodatna
odchylka je 4,33 minut

PlcsX<d)=

Statistika
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Normalni rozdeleni

7 n A A0 " A 4

Normalni (Gaussovo) rozdeleni pr-sti NV:

Zpusobené kolisanim NV velkého poctu
nepatrnych a vzajemne nezavislych vlivu,
které se skladaji (secitaji)

Priklady:
(1) vysledky ruznych testu (body)
(2) vysledky méreni rozméru a hmotnosti
(mm,cm, m, g, kg, t aj.)

Statistika 18




Normalini rozdeleni 1

Funkce hustoty rozdéleni pr-sti f{x|u, &&):

1 _(x_,u)z

x| ,0%) = e 20
J(x|i,07) gy

—00 < x <+00, —00 < [/ <+0o, g >0, kde l a 0
se nazyvaji parametry rozdeleni

Statistika 19




Normalni rozdeleni 2

1 _(x=p)°

x| ,0%) = e 2
J (x| (4,07) oJn

lID I 1 | I I I | 1 1
P=0, 0%=0.2, m—
H=0, O0%=1.0, =

081 [1=0, 0?=50, ==
n P=-2, 0%=0.5, ==|

20




Normalni rozdeleni 3

Charakteristiky:
Stredni hodnota:

Rozptyil:

Smerodatna odchylka: | a(X)

E(X) = U

Var(X) = &

|
Q

Statistika
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Normalni rozdeleni 4

Pravdepodobnost:
b 1 b _(x—u)2
P(asXsb):jf(xmaz)dx: je 20"
g szna
ah
Ax) P
-
7 B, b

Statistika 22




Normalni rozdeleni 5

Normované normalni rozdéleni: 4 =0, ?=1

x2

+ Funkce hustoty: fy(x)=
277

* Pravdepodobnost (tabelovana v tabulkach)
viz skriptum:

P(0<X<z)—ij(x)dx_mj 2dx
P(a<s X <bh)=P(0< X <b)-P0< X <a)

* Proz=>3 je pr-sttéemerrovna 0,5 !

Statistika 23




TABULKA 1

Plocha pod kiivkou
normovaného normalniho rozdéleni N(0,1)

0,33433

0 =125
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,00000 0,00399 0,00798 0,01197 0,01595 0,01994 0,02392 0,02790 0,03188 0,03586
0,1 0,03983 0,04380 0,04776 0,05172 0,05567 0,05962 0,06356 0,06749 0,07142 0,07535
0,2 0,07926 0,08317 0,08706 0,09095 0,09483 0,09871 0,10257 0,10642 0,10260 0,11409
0,3 0,11791 0,12172 0,12552 0,12930 0,13307 0,13683 0,14058 0,14431 0,14803 0,15173
0,4 0,15542 0,15910 0,16276 0,16640 0,17003 0,17364 0,18824 0,18082 0,18439 0,18793
0,5 0,19146 0,19497 0,19847 0,20194 0,20540 0,20884 0,21226 0,21566 0,21904 0,22240
0,6 0,22575 0,22907 0,23237 0,23565 0,23891 0,24215 0,24537 0,24857 0,25175 0,25490
0,7 0,25804 0,26115 0,26424 0,26730 0,27035 0,27337 0,27637 0,27935 0,28230 0,28524
0,8 0,28814 0,29103 0,29389 0,29673 0,29955 0,30234 0,30511 0,30785 0,31057 0,31327
0,9 0,31594 0,31859 0,32121 0,32381 0,32639 0,32894 0,33147 0,33398 0,36460 0,33891
1,0 0,34134 0,34375 0,34614 0,34850 0,35083 0,35314 0,35543 0,35769 0,35993 0,36214
1,1 0,36433 0,36650 0,36864 0,37076 0,37286 0,37493 0,37698 0,37900 0,38100 0,38298
1,2 0,38493 0,38686 0,38877 0,39065 0,39251 0,39435 0,39617 0,39796 0,39973 0,40147
1,3 0,40320 0,40490 0,40658 0,40824 0,40988 0,41149 0,41309 0,41466 0,41621 0,41774
1,4 0,41924 0,42073 0,42220 0,42364 0,42507 0,42647 0,42786 0,42922 0,43056 0,43189
1,5 0,43319 0,43448 0,43574 0,43699 0,43822 0,43943 0,44062 0,44179 0,44295 0,44408

Statistika
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Normalni rozdeleni 6

« Namisto NV X s normalnim rozdéelenim
s parametry u, ¢ uvazujeme
transformovanou NV Z takto:
7=""E
g
» potom se funkce hustoty prevede na hustotu
normovaneho normalniho rozdeleni

transformaci (*) nazyvame normalizace

* V Excelu: NORMDIST(x; Stred _hodn; Sm_odch; Soucet)
NORMINV(prst; stredni; sm_odch) 25

Statistika




Normalni rozdeleni 7

V Excelu: NORMDIST(x; Stred _hodn; Sm_odch; Soucet)

NORMINV(prst; stredni; sm_odch)

NORMDIST(x; Stfed _hodn; Sm_odch; Soucet) = P(X< x)
NORMINV(prst; stredni; sm_odch) = x P(X< x) = prst

prst =0,95

U-0 u  x=164

Statistika
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Vyznamneé hodnoty normovaneho
normalniho rozdeleni N(0,1)

034134 (034134

238 .194 1 a 1 194 238 Z

) P
\ 08%% v
o
. Go% !
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0.2 02 0.4

0.0 0l

Vyznamneé hodnoty nhormovaného
normalniho rozdéleni N(n,0?%)

Statistika
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Priklad 3. Pomerance

Jisty druh pomeranu ma prumérnou hmotnost
plodu p =100 g se smerodatnou odchylkou
o=10g.

(a) Jaka je pravdepodobnost, ze nahodne
vybrany plod bude mit hmotnost mezi 100g az
11097

(b) Jaka je pravdepodobnost, ze nahodne

vybrany plod bude mit hmotnost vetsi nez
12097

Statistika
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Priklad 3. Pomerance 2

Reseni: 11=100, o= 10

Ad (a) Normalizace: z,=(100-100)/10=0
z,=(110-100)/10 =1

Plati: P(100< X< 110)=P0<X<1)
v tabulkach nalezneme: P(0< X< 1)=0,341

p = NORMDIST(110; 100; 10; 1) - NORMDIST(100;
100; 10; 1) = 0,841 - 0,5 = 0,341

] = O

100 110

Statistika 30




Priklad 3. ...Pomerance 3

Reseni: =100, o=10

Ad (b) Normalizace: z =(120-100)/10 =2
Podobne jako v (a):
P(X=2120)=P(X=2)=0,5-P(X<2)=
0,5-0,477= 0,023

p = 1-NORMDIST(120; 100; 10; 1) =1-0,977 = 0,023

100 120

Statistika
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Exponencialni rozdeleni 1

Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti NV:

Exponencialni rozdeleni slouzi jako vhodny model pro
vypocet pravdépodobnosti doby Zivotnosti vyrobku,
cekacich dob v modelech hromadné obsluhy, apod.

Priklady: (1) doba pobytu ve fronte u prepazky
(2) doba obsluhy jednoho zakaznika
* Funkce hustoty rozdeleni pravdépodobnosti f{(x| J):

X

f(x) :%_8_5 pro x >0

=0 __jinak
Pfitom O > 0 je parametr

Statistika 32




Exponencialni rozdeéleni 2

Charakteristiky:
Stredni hodnota: EX)=0
Rozptyl: Var(X) = 07
Smeérodatna odchylka: aX)=0 (FEX)!!)

a b

b —_—
Pravdépodobnost: P(a< X <b)= jf(x)dx =e9—-¢?

Drensity Funchion: Diztribtion Function:

Statistika 33




Exponencialni rozdéleni 3

Funkce hustoty DistribuCni funkce

Statistika 34




Exponencialni rozdeleni: Priklad

Prumérna doba ¢ekani u prepazky v bance je 5 min.
Jaka je pravdepodobnost, ze zakaznik bude Cekat
(a) Prave 5 minut,

(b) Méne nez 5 minut

(c) Vice nez 5 minut

(d) Vice nez 3 minuty a méné nez 6 minut?

b X a
P(asxsb):jf(x)dx: —e | =ed—¢

Statistika
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Priklad - reseni:
- 75

P(X=5)=

_a a B
PlasX<b)=|-e?| =e?-¢?
— —d
Prumérna doba ¢ekani u prepazky v bance je = 5.
(a) Pravé 5 minut: P(X=5)= 0!Il - spojité rozdeleni,
(b) Vice nez 5 minut:
— __—+oo _é _f
—e —eS—1lime —=¢ —0=0,368

(c) Méné nez 5 minut:

P(X<5)=

5

5

0

=e’—e' =1-0,368=0,632

(d) Vice nez 3 ﬁ1inuty_a meneé nez 6 minut:

P(<X<6)=

6

— €

3 6

5—e 5 =0,549-0,301=0,248

Statistika
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Exponencialni rozdeleni - Priklad:
graf

Exponencialni rozdéleni - hustota

0,25 -

=0,2

0,2

0,15 -

0,1 -

0,05 -

Statistika




Shrnuti

Co je to NV: Ciselné hodnoty + pravdépodnosti

Spojita NV: individualni Cis. hod. + funkce hustoty pr-sti
Charakteristiky NV (polohy - 3, variability - 2)

NV se stejnoméernym rozdelenim pr-sti

NV s normalnim rozdelenim pr-sti

NV s normovanym normalnim rozdélenim pr-sti

NV s exponencialnim rozdelenim

Statistika
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